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دنکاه وخ 
۰ هم دشر یات ٩۶‏ 
یر بات میر ») 


۱ برای نمایش هندسی اعداد حقیقی» محور عددی بکار میرود 
که عبارتست از خط راستی که بر روی آن نقطه" ۸ موسوم به مبدا 
مختصات و مایندهٌ عدد صفر » و نیز یک نقطه" دیگر» 8 نمایشگر 
عدد ‏ +4 (شکل ۱) داده شده‌اند. 

جهت ۸ بطرف ۶ بعنوال سوی مثبت محور عددی» و پاره‌خط ۸ 
بعنوان واحد طول تلقی میشود. هر پارمخط ۸0 نمایشکر عدد حقیقی بر 
می باشد که قدر مطلق آن با طول پارمخط براپر ان 0 ۸ 
بنطبق نباشد (یعنی اگر این عدد ءر مخالف صفر باشد) آنکاه بر 
وقتیکه جهت ۸ بطرف 6 با سوی مثبت محور یی باشد مثبت است 
و وقتیکه این جهت خلاف سوی بثبت محور باشد منفی است. 


4 8 9 








2۴ ۱ ۰ 
شکل ۱ 

۲ از این ببعد هر پاوخط بحور عددی را بمثابه پارهخط 
راستادار پا بردار روی خط راست دز نظر می گیریم, پرای هر بردار 
اابتداء و انتهاء قایل هستیم و حهت ابتداء بطرف انتهاء ر بعنوان 
جهت بردار قبول مينمائيم. بردار را با دو حرف مينويسيم که اولی 


(۶ 


نمایشگر ابتداء و دومی نمایشگر انتهاء میباشد. هر بردار اعم اژ 
بحل ابتدای آن (که الزاباً در نقطه" ۸ نیست) یک عدد حقبقی را 
نمایش میدهد که قدر مطلق آن با طول بردار پرابر است. این عدد 
وقتیکه جهت بردار با سوی مثبت محور یی باشد بثبت است و 
وقتیکه این جهت خلاف سوی مثبت باشد منفی است حنانکه مثلا بردار 
۸8 (با ابتدای ۸ و انتهای ) نمایشگر عدد +» و بردار 9۸ 
(با ابتدای 8 و انتهای ۸) نمایشگر عدد ۱- است. 


۳ جهت بردار را میتوان با تعیین زاویه بین آن و سوی مثبت 
محور مشخص نمود. هرگه جهت بردار با سوی بثبت محور یک باشد 
میتوان این زاویه را برابر صفر درحه شمرد و هرکاه خلاف سوی مثبت 
محور باشد آنکه میتوان آثرا برابر ۱-۰۰ (یا ۴ ) شمرد , 

۰ ص 
فرض کنيم بر یک عدد حقیقی باشد. اگر ۶ مخالف صفر باشد 
(.حجید) در آنصورت زاویه بین بردار نمایشکر این عدد و سوی 
مشت محور عددی ر آرگوبان عدد 1 گویند. بدیهی است که 
آرگومان عدد بثیت برابر صفر درحه است و آرگوبان عدد منفی 
برابر ۱۸۰۴ (یا ۱۸۰۴-) بیباشد. آرگوبان عدد یر اینطور 
نمایش داده میشود : »رع(۸ (۸۳۵ سه حرف اول لغت لاتینی -نا2۳۵ 
اا6 است که در اینعا بمعنی علامت يا نشانه میباشد). عدد 
صفر را نه بردار بلکه نقطه نمایش بیدهد. با وحودیکه از این 
پبعد ما نقطه را بعنوان حالت خاصی از بردار یعنی بثابه" برداری با 
طول صفر در نظر ميگيريم در این بورد قادر نخواهيم بود از 
جهت يا زاویه" آن با محور عددی سخن بمیان آوريم. بنا بر این» 
۰ ی ۰ ۰ 
برای عدد صفر هیحگونه آر گومانی تقایل نخواهيم بود, 





آ" 
۶( 


شحل ۲ 


این رهگذرء» اول باید سر تعبیر جمع و ضرب تامل نمائیم برای 
اينکه بعداً آسانتر بتوانيم به تعبیر اعمال معکوس یعنی تفریق و 
نقسیم بپردازیم. فرض کنیم 6 و به دو عدد حقیقی» و ۸*۱ و 
۸8 بردارهای نمایشگر آنها باشند. در صدد جستجوی قواعدی 
بر می آئیم که طبق آنها با علم به بردارهای ,۸8 و +۸ بتوان 
بردار نمایشگر حاصلجمع به + ,ه یا حاصلضرب ,6 را ساخت. از 
عمل جمع شروع مينمائيم. خلاصه» بردار ,قم نمایشگر جمعيدة 
اول را چکار باید کرد تا بردار ۸0 نمایشگر حاصلجمع بدست آید؟ 

باسانی میتوان تحقیق نمود که در همه" موارد برای این منظور 
کافی ات اژ انتهای بردار رظظ» بردار ثظ ر ود از نظر 
طول و جهت با بردار +۸8 یی باشد حدا نمائيم, بردار مطلوب» 
بردار ۸0 است (شکل ۲). 


ميرويم سر عمل ضرب. اگر یک از سازه‌ها صفر باشد 
حاصلضرب نیز برابر صفر است. در اینصورت بردار نمایشگر 
حاصلضرب بساد بصورت نقطه در می‌آید. فرض بيکنيم هیچ یک از 
سازه‌ها پرابر صفر نباشد, آنکاه قدر مطلق * حاصلضرب 22 برابر 


* قدر مطلق یک عدد » اینطور نمایش داده میشود : ۰۱6۱ 
مثلا ۱۵۱-20 ۱-۳۱۶۳ || 


(۶ 


آ ۳۶ وراعجن ۶-۲( 2-۳( 6۱ 
شکل ۳ 

خواهد بود با اب۱6 < 6۱| یعنی با حاصلضرب قدرمطلق‌های ,» و به 
بنا بر اين» طول بردار ۸ نمایشگر حاصلضرب برابر خواهد بود با 
حاصلضرب طول بردار های ,۸8 و ,۸8 که نمایشگر سازه‌ها 
میباشند. علامت حاصلضرب ,6 با علامت ره یی است وقتی 
۰<<پ6 و بخالف آن است وقتی ۳ بعبارت دیگر » حهت ]۸ 
با جهت ,۸8 یی است وقتیکه ۰ ,6 ۸۲ (یعنی 6,<<۰)» و مخالف 
جهت ,۸8 است وقتیکه ۱۸۰۴ <,6 ۸۳۵ (یعنی ۰ >ب6). حال» 
جواب این سوال مشکل نیست که بردار ۸8 نمایشگر مضروب 
,۵ را جکار باید کرد تا بردار ۸ نمایشگر حاصلضرب ,66 
(.عجره و عجبع) از آن بدست آید؟ برای این منظور لازم است 
طول بردار ,۸8 را در »| ضرب نموده (با حفظ همان جهت) و سپس 
بردار تغییریافته را بزاویه مساوی آرگومان ب‌ (یعنی بزاویه" 
صفر درجه در ازای ۰<ب6» و یا پزاویه ۸.۴ در ازای 
6>.۰) حرخاند. بردار بدست آمده» نمایشگر حاصلضرب میباشد., 
این قاعده طی مثالی در شکل ۳ توضیح شده است (ه, ۱ <ر» و 
۲- <ب06 ) . 


٩‏ به هر بردار واقع بر روی خط راست» با عدد نمایش شده 
بوسیله" آن را نسبت داده‌ايم. اکنون هرگونه بردارهای واقع در 
صفحه را مورد بررسی قرار داده و به هر یک از آنها نیز عدد نمایش 
شده توسط آن را ست بیدهیم. اعدادی که از این راه حاصل بیشود 


(۶ 





شکل 4 


اعداد مختلط نام دارد و» بتفاوت از اعداد حقیقی» دارای خصلت 
دیگر», خصلت عمومیتر می باشد, معلوم میشود که اعداد حقیقی 
فقط حالت خاصی از اعداد مختلط است قیاس بر اینکه اعداد صحیح» 
حالت خاصی از اعداد گویاء و اعداد گویا حالت خاصی از اعداد 

کار را از اینجا آغاز ميکنيم که در صفحه‌ایکه بردارها را در 
آن بررسی می کنیم دو خط راست. ستعاید پصورت دو محور عددی 
و ۸ از یک مبداً مبختصات ۸ عبور داده و فرض ميکنيم پارهخط 
زو نمایشگر واحد طول باشد (شکل )۰ آذگاه هر پردار واقع پر 
روی بحور ۸۸ يا موازی با آن را همحنان میتوان بعنوان سیمای 
هنلسی (یا نمایش هندسی) عدد حقیقی تلقی نمود. بدینترتیب بردارهای 
و ۰۸8 هر یک بطول واحد و با جهت در سوی مثبت :۸ 
نمایشگر عدد ۱ میباشند و بردار 010 بطول ۲ و با جهت بعکوس» 
نمایشگر عدد ۲- است. بردارهاثی از قبیل ۸ و 7۵ که بر 
روی ۸ واقع نبستند و با آن سوازی نمیباشند هیچ عدد حقیقی را 


۵ 
(۶ 


نمایش نمیدهند» در مورد این بردارها ميگوئيم که آنها نمایشگر 
اعداد موهوبي هستند. ضناً بردارهائی که از نظر طول با عم بریت 
و در یک حهت اند همان عدد را نمایش میدهند در صورتیکه 
بردارهاگی که از نظر طول يا جهت از هم متفاوتند نمایشگر 
اعداد موهومی مختلف بیباشند. در اینجا ما کمی جلوتر پریده‌ايم 
چون» در حالیکه هنوز از اعداد موهومی آکاهی نداریم» از سیمای 
آنها صحبت بمیان ميآوريم. اما در زندی نیز کم نیستند مواردیکه 
آشنائی با تصویر شخص زودتر از آشنائی با خود شخص صورت میگیرد. 

در فوق ما نشان داده‌ايم که اعمال روی اعداد حقیقی را 
میتوان با اعمال روی بردارهای نمایشگر آنها عوض نمود. قیاس بر 
اين» اعمال روی اعداد موهومی را نیز با اعمال روی بردارهای 
نمایشگر آنها عوض بينمائيم, قواعد اعمال را از نو در نمی آوریم 
بلکه قواعدی را که برای جمع و ضرب اعداد حقیقی پیدا شده بصورت 
هندسی حفظ مینمائيم. تنها تفاوتی که میماند آنستکه اعداد حقیقی 
توسط بردارهای واقم بر روی خط راست :۸ (و یا توسط بردارهای 
موازی با آن) نمایش داده میشد در صورتیکه اعداد موهومی بوسیلد" 
بردارهائیکه در صفحه واقم هستند ولی بر روی :۸۵ قرار ندارند و با 
م۸ موازی نیستند نمایش داده میشوند. 


. قبل از اینکه حلو برویم تا کید ی یت 
اعداد اعداد بخلط (مختلط نی ترکیبی)» همه اعدا حقیقی ( که دیگر 
با آنها با آنها آشنا هستیم ) و هم به اعداد موهومی ( که خهالت آنها را 
فقتط از روی *«تصویر »» میشناسیم ) اطلاق میشود, 

من باب بقایسه یادآوری ميکنيم که هنکام بررسی اعداد گویا 
و کنگ با هم نیز عنوان عمومی *عداد حقیقی ۰ مورد استفاده قرار 


میگیرد, 


(۶ 





شکل ه 


حال به جمع اعداد مختلط ميپردازيم. قرار بر این شد که قاعده 
جمع اعداد حقیقی را بقوه حود باقی بگذاریم. دو بردار ۳ و بط 
بفروض است که دو عدد مختلط نامشخص , و به را نمایش میدهد. 
برای ساختن بردار نمایشگر حاصلجمع آنها» به +,6» از انتهای 
بردار ,۸8 بردار 8,0 را جدا مينمائيم که از نظر طول و جهت 
با بردار ۸8 یی باشد. بردار ۸0 که ابتدای ,۸8 را به انتهای 
9 وصل بینماید همانا بردار مطلوب است (شکل ه 

در اینجا مطلب تازه آنستکه |کنون ما این قاعده را در مورد 
جمع اعداد مختلط (که بوسیله" هرگونه بردارهای روی صنحه نمایش 
داده میشوند) بکار ميبريم در صورتیکه قبلا فقط در بورد اعداد 
حقیقی ( که بوسیله" بردارهای روی خط راست نمایش داده میشوند) 
بکار میپردیم , 

اگر همان قاعده را برای ساختن حاصلجمع ,6+ ب6 (جمعیده‌ها جا 


۱۱ 
(۶ 





شکل » 


عوض کردند) بکار ببریم لازم است از انتهای بردار پل نمایشگر 
به » برداری را جدا نمائيم که از لحاظ طول و جهت با بردار ,۸8 
(نمایشگر ,6) یی باشد. بدیهیست که با به همان نقطه" ب) میرسیم 
(در شکل ه ۸8,68 متوازی‌الاضلاع است) و بنا بر این» 
حاصلجمع ۱ -دپه6 مانند حاصلجمع ب6 6 پوسیله" همال بردار ۸ 
نمایش داده میشود, بعبا رت دیگر » اژ قاعده چمح » صیحثت تانون 
جاپجانی نتیجه میشود . 
٩۱ +‏ 6 - 6 
باسانی میتوانل ابت کرد که قانون تر کیبی نیز صحیح است : 
(به + 6) + 6 < مه + ((6 + 6) 

تمام ترسیمات ضروری در شکل + آورده شده است. واضح است که با 
جمع کردن (,+,ه) (بردار ۸0) با مه (بردار 0) ما همان بردار 
۳2 ر بدست مس آوریم که درو نترحه ح گ (بردار ,ظ۸) پا 
(مه +,6) (بردار ط,]) بدست آوردیم. 


۱۲ 
(۶ 





شکل ۷ 

۸ قبل از اینکه سر عمل ضرب برویم مفهوم قدر مطلق و 
آرگومان را در مورد اعداد مختلط بکار میبریم. 

فرض ميکنيم که بردار ۸8 عدد مختلط ه را نمایش میدهد. 
طول پردار 2 قدر مطلق 6 نامیده میشود و زاویه پین جهت 
مثبت محور 4 و بردار ۸48» آرگومان ه نام دارد. این زاویه را 
میتوان در حهت خلاف گردیی عقربه" ساعت حساب نمود که در این 
صورت بقدار آن مثبت است و یا در جهت گردش عقربه" ساعت که 
در این صورت مقدار آن منفی است. از این گذشته» میتوان بطور 
درخواه هر مضرب یات كِ«۳-۰ ر بان اضافه نمود, 

قدر مطلق و آرگومان عدد ع مانند حالت اعداد حقیقی نمایش 
داده میشود ۰ ۱6۱ و ۸۲۵0 , مطلب تازه نسبت به حالت اعداد حقیقی 
اينستکه آرگوبان عدد موهومی» مخالف صفر درجه و مخالف ۱۸۰٩‏ 
است در صورتیکه برای اعداد حقیقی (مخالف صفر ) آرگومان ممکن 
است صفر درحه (برای عدد مشت ) و یا "۱۸۰+ (برای عدد منفی ) باشد. 


۱۳ 
(۶ 





(۶ 


در شکل ۷ بردارهای ۸8 ,۰۸8 +2۳8 و م28 که نمایشگر 
اعداد مختلط » ,»» به و به هستند رسم شد‌اند. حواننده صحت 
گزاره‌های زیر را بآسانی تحقیق خواهد کرد : 


|۵۱ ۱۵۱۱۱, ۱6۱۶ ۷۲ ۲ ۱۵۱5 ۲۶ 


٩۰3, 2۳8 6 << 405,‏ << ,6 ۸۲8 ,*۰ - 0 و۸۳ 
(یا ۳۰۰) ۰۰۴ --< بو ج ۸۳ 


4 حال که بناهيم قدر مطلق و آرگوبان عدد محختاط برقرار 
گردید میتوان قاعدهٌ ضرب اعداد مختلط را نیز بیان نمود. این قاعده 
لفظ به لفظ با قاعدة. مربوط به ضرب اعداد حقبقی یی است ۰ برای 
ضرب] عدد! بمحتلط 0۱ در عدد مختلط 6( ۰ و .وب ) 
باید طول بردار نمایشگر ره را در اپه| ضرب کرد (با حفظ همان 
جهت) و سپس بردار تغییریافته را بزاویه" برابر با آرگومان به در 
حول زز ملد" ۸4 حرخاند. پردار بدست آمده نما یشگر حاصلضرب ب۵ 6۵ 
خواهد بود, مثلا حاصلضرب ,66 بوسیله" پردار 2۸0 (شکل ۸) 
و حاصلضرب 6۷0 بوسینه " بردار ۸۲ (شکل ٩‏ نمایش داده میشود. 
سازه‌ها پرابر صفر باشد حاصلضرب نیز برابر صفر حواهد بود. 

1 قاعدة ضرب را در بورد حاصلضرب 0 (پا نغییر ترتیب 
سازه‌ها ) بکار بریم انکاه با ید طول بردار نمایشگر با ر در 6۱ | 
ضرب نموده و بردار تغییریافته را بزاویه" برابر آرگومان ,ه در حول 
نقطه" ۸ حرخاند. هویداست که نتیجه همان خواهد بود که از 
۱۵,۱۱۵ است و زاویه" بین ۸2 و این بردار برابر است با 
6 ۵۲6 +6۱ 8 ۵۲ 


(۶ 





یعنی قانون جابجائی دربارة ضرب اعداد مختلط صادق است. 

بطور مشابه, قانون تر کیب نیز صدق میکند: 

(6۷۵) 6۱ -< م6 (0۱6۷) 

در واقعم هم» هر یک از حاصلضرب‌های مورد برسی بوسیله" همان 
بردار نمایش داده میشود که طول آن ۱۵ < ۱۵۷۱ < ۱6,۱ است و زاویه" 
بین محور 4 و اين بردار مساویست با ب6 ۸۵ +۵6 64 ۸8. 

و بالاخره صحت قانون توزیع را ثابت مينمائيم ؛ 

)6 1 6۲( ۵۷ < 0۱6۷ -- + 

در شکل ۰ بردار ۸48 مجموع به + ره را نمایش میدهد. اگر 
با حفظ جهت‌های 2۸8۱ و +28 طول هر ضلع مثت 45,8 
را در ,6۵| ضرب نمائیم مثلث ,۸4 متشابه مثلث ,۸4۳8 بدست 
می‌آید. این مثلث از بردارهای ۱ سلب1 و #7 تشکیل ده 


۱۹ 
(۶ 


که از بردارهای ,6» ,۵ و (۵ه+) با ضرب تمام طول‌ها در 
ابه | بدست یایند (بدون تغییر جهات). حال مثلث ۸۳ را بزاوید" 
م۵ ق ۲( در حول نقطه" 2 حرحانده و مثلث ]24/1 را بدست می‌آوریم. 
طبق قاعده ضرب» بردار 2۸4 در این مثلث م66 را» س1» 6۷ 
را و س» 6( +6 را نمایش میدهد. طبق قاعدهُ جمع» از همین 
مثلث پیدا میکنیم : 
6۵ (۵ 2 ۵) < م۵۵ 1 6۱6۷ 

فهوالمطلوب . 


۰ اعمال تفریق و تقسیم بمثابه" اعمایی معکوس سبت. به جمع 
و ضرب تعریف میشوند. پویژه ما عدد محختلط 4 را تفاضل عددهای 
۱ و 6 میگوئيم و آنرا بصورت به-- ,6 << مينويسيم اگر 
۵ +به < ,۵ یعتی اگر ره حاصلجمع به و 4 باشد. با نمایش این 
رابطه" بین بع» 4 و مه در شکل ۱۱ ميبينيم که بردار نمایشگر 
تفاضل به-,ه در صورتی بدست می‌آید که نقطه" +8 (انتهای بردار 
نمایشگر مفروق ) را به نقطه" ,8 (انتهای بردار نمایشگر مفروق‌منه ) 
وصل نموده و نقطه" اول را بعنوان بیدا بردار و نقطه" دوم ر 
بعنوان انتهای این بردار بپذیریم. 

قیاس بر این» عدد محختلط ۶ را خارجتسمت اعداد ,6 و ب6 


6 
(۰عجبه) میگوئيم و میئویسيیم ,6:6۵ < ۲ یا ۳ اگر 


از اینجا نتیجه بیشود که ۱۲۱ یعنی طول بردار نمایشگر ‏ 


6,۱ و 
پرابر است با 7 و ۸۲۵7 برابر است با زاویه" ,8,48 که از 
۸8 بطرف ,۸8 حساب میشود (در شکل ۰۱۲ این جهت موافق 


۱۷ 
(۶ 





(۶ 


گردش عقربه" ساعت است و بالنتیجه زاویه باید منفی تلقی شود ). 
حال به بررسی حالات خاص مپردازيم. اگر ره و 6 بوسیلد" 
پردارهای بوازی و همسو نمایش داده شود آنکاه زاوید" ,بط 
سیاوی صفر درحه است و در نتیجه» *. < ۸۵۲67۲ یعنی ۲ عددیست 
حقیقی و بثیت. و ابا اگر ۱ و 6 بوسیله" بردارهای موازی و 
دارای جهات مخالف نمایش داده شود آنکاه زاویه" ,8.248 برابر 
ره و یی و منفی است . 
ضمن نتیجه گیری میتوان گفت که جع و ضرب اعداد محتاط 
اژ همان قوانین جابجائی» تر کشت و نوریع بتابعت مینماید که در 
حالت اعداد حقیقی برقرار است و تفریق و تقسیم حنانکه در مورد 
اعداد حقیقی نیز صادق است بعنوان اعمالی بعکوس جمع و ضرب 
تعریف میشود, لذا همه" قواعد عملیاتی و فرمولهای استخراجی خبر 
در مورد اعداد حقیقی» بلحاظ تعریف اعمال و قوانین مذ کور باید در 
مورد اعداد مختلط نیز بقوهٌ خود باقی بماند. مثلا 
6,٩ ۵۷( < ۵] + ۲۵۱۵۲ +‏ ,6-6 < 6-6۷ (۵ + 6) 
یاپ بُِ‌ غ‌ 
(۰ وه , و پم) - ی 


۱ هنکام مطالعه" ریاضیات» خواننده بطور مکرز با بسط (یا 
تعمیم ) مفهوم عدد رو برو شده است. این امر جه در علم حساب 
هنکام طرح موضوع کسرها و چه در جبر هنکام طرح موضوع اعداد. 
منفی و بعداً در مبعث اعداد گنگ نیز صورت گرفت هر بسط 
جدید بفهوم عدد ابکانل حل مسایلی را فراهم آورد که قبلا غیر قابل 
حل يا حتی بیمعنی بنظر میرسید. بدینترتیب افتتاحم مبحث کسرها 


۱۹ 
(۶ 





شکل ۱۳ 
ابکان داد تا در همه" حالاتی که مقسوم‌علیه مخالف صفر است دو 
عدد بر یکدیگر تقسیم شود مثلا؛ بر ۳ يا ۲ بر ه. گشایش مبحث 
اعداد منفی امکان داد تا در همه" حالات» عمل تفریق انجام شود 
بثلا ه از ۲ کم شود. گشایش مبحث اعداد کنگ امکان داد طول 
ه رگوئه پاروخطی که با واحد» مقیاس مشتری ندارد» بشکل عددی 
بیان شود مثلا طول قطر مربعی بضلع واحد. ولی تنها با | کتفاء به 
اعداد حقیقی ما نميتوانستيم جذر عدد منفی را بگيريم. اینک ثابت 
ميکنيم که برقراری مفهوم اعداد مختلط» این مساله را قابل حل 
مینماید. طبیعتاً جذر عدد مختلط ه (جذر را با علامت 6 17 نمایش 
ميدهيم ) ما عدد مختلط ۵ را ميگوئيم که مجذور آن (یعنی حاصلضرب 
آن در خود) برابر ه میباشد. بدیگر سخن» 6 ۷ < ه بمعنی 
6 < ۵0 است. عدد منفی 6 مثلا ۱- عد 6 مفروض است. برای یافتن 
ِ-/1۷ ما پاید معادله" ۱- ح آم را حل نمائیم . ضرب ۵ در 6 
بمعنای ضرب طول بردار نمایشگر ه در ۱۵۱ است یعنی در همان 
طول بدون تغییر جهت 2» و گردش بعدی بردار حاصل شده بدور 


۰ ۲ 
با( 


نقطه" ۸4 بزاویه" برابر ۵ ۸2۲8 آشکار است که طول بردار حاصل 
شده پرابر ۱۳/۶ خوا هد بود, وی بردار پیدا شله باید عدد - 
ر نمایش د هد , لد | طول آن پراپر واحد اس ء حلاصه» ۱۲ ۵ | 
و پنا بر این ۱ < ۱۵۱ (طول بردار هميشه عددیست نامنفی). 
سپس » زاویه" پین بردار نمایشگر 0 و محور ۸4 پرابر است پا 
۰۵ ۲ <- ۸۲۵0 1 ۸80. از طرف دیگرءه ۱-<۲ه و 
بدینترتیب این زاویه باید با ۱۸۰۳+ پا ۱۸۰۴ برابر باشد. بنا 
بر این» ۱۸۰۳+ ع< ۸۲۵0۵ ۲ و از اینجا یا ٩۰۳‏ ۸۵0 و یا 
۵ ع۸۳. در نتیجه, با دو بردار مختلف ۸40 و ۸0۳ را 
که دو مقدار مختلف 1-۱ را نمایش میدهند بدست آوردیم (شکل 
۳ عدد موهوبی که توسط بردار ۸0 نمایش داده میشود با 
حرف / نمایش داده و واحد موهومی نامیده میشود, داریم : ۱< | ۱ 
۴ - /۸۳. باسانی بیتوان دریافت که عدد موهوبی نمایش 
داده شده بوسیله" بردار ۸26۳ را میتوان از م با ضرب ‏ در ۱ 
حاصل نمود, در واقع طبق قاعدهُ ضرب» برای این منظور لا زم است 
طول ۸40 را در ۱ ۱-۱۱ ضرب نمود (بردار ۸0 در اثر اين عمل 
تغییر نخواهد کرد) و سپس بزاویه" ۱۸۰۴ (۱-) ۸۳۵ بدور ۸ 
چرخاند. بردار "۸40 بدست بی‌آید. نتیحتاً عدد بوهومی متناظر با 
این بردار» (۱-)/ یا /<۱- و یا کوتاهتر» - است. خلاصد» 


۲ یک بردار ۸ واقع بر محور و۸ (با موازی با آن) را 
در نظر ميگيريم (شکل ۱4). فرض کنیم طول آن برابر / باشد. 
اگر جهت این بردار با جهت مثبت محور ۸ (بطرف بالا نسبت به 
۶ ) موافق باشد آنگاه عدد موهومی ه نمایش داده شده توسط آنرا 
میتوان از / با ضرب در عدد مثبت / حاصل نمود» بنا بر این زا < 0. 


۳۱ 
(۶ 





شکلْ ع ۱ 


اگر. جهت ۸ مخالف جهت سثبت ۸ باشد آنکاه عدد ء از 
پا ضرب در عدد منفی 1- (یا از - با ضرب در ) حاصل 
میشود, بنا بر این: در اینصورت ات ع 0. 

خلاضه» ,هرگونه بردار (با طول مخالف صفز ) واقع بر محور 
و۸ (یا موازی با آن) عدد موهومی نوع | + را نمایش میدهد 
که در آن علابت + یا - برحسب موافتت يا مخالفت حهت بردار 
با جهت بثبت محور وش انتخاب ميشود. بنا بر این» بجور ۸ را 
محور موهومی گویند. محور ۸ که همد" بردارهای آن نمایشگر 
اعداد حقیقی . هستند بحور حقیقی نام دارد, 

یک بردار "۸ را که بر این یا آن سحور واقع نبوده و موازی 
با معورها نیست در نظر ميگيريم. از طریق ترسیمی بانند شکل ۰ ۱ 
میثوان عدد 0 نمایش داده شده. توسط این بردار و بصورت مجموع 
دو عدد دیگر نمایش داد ۰ یی نمایش داده شده بوسیله" بردار ۸4 

۲۳ 
تا( 





شکل ۵ ۱ 


موازی با ۸ (یا واقع بر 2) و دیگری نمایش داده شده بوسیلد" 
بردار ۳ موازی با 2. اما ۸8۲ یک عدد حقیقی 6 را» و 2۳ 
عدد بوهومی نوع را نمایش میدهد پنا بر این 9 +0 < 6. 

بدینترتیب؛ ما عدد موهومی 6 را بوسیله. اعداد حقیقی م و هن 
و واخد موهومی 7 نمایش داده‌ایم. حون بردار ۳۳ با هیچ یک 
از بحورها موازی نیست لذا .عم و .عب ن. باسانی میتوان دریأفت 
که اعداد نمایش داده شده بوسیله" ی موازی این با آن 
بحور را میتوان بشکل مشابه نوشت یعنی یعنی اگر بردار. موازی مجور 
حقیقی باشد آنکه نمایشگر عدد نوع 1-3 2 است و اگز موازی 
محور موهومی باشد آنکاه عدد نوع :6 +۰ را نمایش میدهد.. 

خلاصه» هر عدد مختلط ه را میتوان بصورت 0 + » <م نمایش 
داد که .و ز اعداد حقیقی و .۶ واحد موخومی انت. 


۳۳ 
(+ 


۳ نتیجه گیری ميکنيم. ما با نمایش اعداد حقیقی بوبیله" 
بردارهای واقع بر یک خط راست شروع کرده و قواعد مربوط به اعمال 
روی آنها را بصورت هنلسی در آوردیم بنحویکه اعمال روی بردارها 
را جانشین این اعمال نموده و سپس هر گونه بردارهای روی صفحه را 
نمایشگر اعداد نوع کلیتر یعئی اعداد مختلط در نظر گرفتيم که 
فقط در حالت ویذه (وقتی بردارها روی محور ار واقع یا با آن 
موازی‌اند) بصورت اعداد حقیقی جلوه گر ميشوند. با گسترش اعمالی 
که روی بردارهای بر خط راست انجام میشد به بردارهای روی صفحد» 
با اعمال جمع و ضرب (و سپس اعمال معکوس یعنی تفریق و تقسیم ) 
را وارد بحث نموده و یقین حاصل کردیم که این اعمال یز از 
همان قوائینی متابءت میکنند که اعمال روی اعداد حقیقی. ضمنأً در 
مورد خود اعداد مختلط هیچ آگاهی نداريم جز اینکه همه" این 
اعداد بوسیله" بردارها نمایش داده میشوند تازه هم پحویکه هر دو 
بردار بطول مساوی» موازی با هم و همسو یک عدد مختلط را 
نمایش بیدهند در صورتیکه بردارهای متفاوت از یکدیگر از نظر 
طول یا جهت ؛ نمایشگر اعداد مختلف هستند. ما اطمینان حاصل 
کردیم که اعداد مختاط انکان میدهند از ۱- حذر گرفته شود و 
واحد موهوبی ۶ را بعنوان یک از دو مقدار ۷-۱ (آن مقدار جذر 
که آرگوبان آن +4۰٩‏ است) وارد بحث نمودیم, بالاخره با تکیه بر 
قواعد اعمال روی اعداد مختلط» ما نشان دادیم که هر عدد محتلط 
را میتوان بصورت :9 + ه عم نمایش داد که م و 6 اعداد 
حقیقی هستند, 

خلاصه» ه مرکب است از دو حمعیدءةٌ ه و زو. یي» »؛ 
بوسیله" بردار محور حقیقی نمایش داده میشود و میتواند بعنوان 
حاصلشرب عدد حقیقی ۵ در واحد حقیقی تلقی شود . دیگری» 0 
بوسیله بردار محور موهوبی نمایش داده میشود و میتواند بء‌نوان 


۳ 
(۶ 





کل ۱۱ 


حاصلضرب عدد حقیقی 6 در واحد موهومی ۶ تلقی شود. حنین 
ترکیب هرگونه عدد مختلط امکان میدهد به جرائی نام *مختلط» 
(یعنی مر کب ) پی ببریم. 

یادآور بيشویم که م را بخش حقیقی و 9 را بخش موهومی عدد 
6 کویند. مثلا برای عدد ۲-۲ < » بخش حقیقی پرایر ۳ و 
بخش بوهومی برابر ۲- است. 


؛ ۱. اگر اعداد مختلط را بوسیله" بردارهای دارای مبداً مشترک 
در نقطه" ۸ نمایش دهیم آنگاه با اعداد مختلط نامساوی» بردارهای 
غیر منطبق بر یکدیگر متناظر خواهند بود و برعکس : با بردارهای 
غیر منطبق بر یکدیگر» اعداد مختلط گونا گون متناظر خواهند بود. 
فرض کنیم زن + د. آنگاه انتهای بردار ۸ نمایشگر عدد » 
دارای طول م و عرض ‏ خواهد بود (شکل ۱۱). 

بدینترتیب» چنانچه مبداً بردار نمایشگر عدد زن + ه --ه را در 
نید مختصات ۸ قرار دهیم آنگاه اعداد ه و 0 مختتصات انتهای 


و ۲ 
تا( 





(۱-1),ظ (ز-) 


شکل ۰۱۷ 
این بردار خواهند بود. با استفاده از این ملاخطه میتوان عددهای 
مختاط را از طریق هندسی نه فتط پصورت پردا رها بلکه بصورت نقاط 
یز نمايش داد یعنی هر عدد مختلط ۶ + را میتوان تنها با یک 
نقطه از بمختصات مه و 6 نمایش داد و برعکس ۰ هر نقطه" ۲] 
بمختصات "م و 6 را میتوان نمایشگر عدد محتلط "9 دم در نظر 
گرفت. در شکل ۷ نقاط ,یاه پظ» مه .ظ و ور ذ کر گردیده 
که (بترتیب ) نمایشگر اعداد زیر میباشند ۰ ۱-» ]» -» ۱3 1-3 

در آینده برای اختصار ما اغلب هم خود عدد 2 و هم نقطه 
نمایشگر آن» ۰۲ را بطور یکسان» با عبارت ""نقطه 2»» حواهیم 
نامید. بثلا عبارت *«نقطه" +۱4» هم بخود عدد ۱4 و هم به 
نقطه" نمایشگر آن» ءتل» اطلاق میشود (شکل ۱۷). از روی متن 
روشن خواهد بود کدام یک از این دو معنی بویژه در نظر است. 
زاستی بهتر است عادت کنیم بتفکر در بارة این موضوع نیرداخته و 
هر دو معنی را بطور مساوی بکار ببریم. 


۳۹ 


(۶ 





شحل ۱۸ 


۰ یک نقطه* 2 مفروض است. اگر 2 را با یک عدد » 
جمع نمائیم نقطه" جدیدی» ع 4 2 <2» بدست می‌آید, واضح است 
که رسیدن از نقطه 2 به نقطه" 2 از طریق جابجائی (یا انتقال) 
باندازٌ بردار ه میسر است یعنی از راه جابجائی نقطه" 2 در جهت 
بردار عم بمسافت برابر با طول این بردار (شکل ۱۸( با انتحخاب 
-ی مناسب ببتوان به جابجائی دلخواه نقطه" 2 دست یافت. بثلا 
اگر لازم شود نقطه" 2 در جهت مثبت محور 4۶ باندازةٌ واحد 
خایها هوق مشق فرار ده له نو مرت 
خواهد بود. و اما اگر لازم باشد 2 در جهت منفی محور ۸ 
باندازة دو واحد انتقال یابد ۲۷۶-< مه قرار مد هیم . زقطله " 
2 ع< (۲-) + 2 <2» نقطه" مطلوب خواهد بود (شکل .)۱٩‏ 

بدینترتیب» عمل جمع ۵ + 2 < 2 از نظر هندسی بمعنی انتقال 
نقطه" 2 باندازه بردار ۵ میباشد. 


۳۷ 
(۶ 


۰ عمل ضرب 2 در یک عدد .عوه را در نظر ميگيريم. برای 
ضرب 2 در 6 لا زم است طول بردار (یعنی عدد ۱2۱) در عدد 
۱ ضرب» و بردار حاصل 4 بزاویه برابر با ۸۳6 چرخیده 
شود (شکل ۲۰). عمل اول جهت بردار ۸5 را تغییر نمیدهد و 
تنها طول آنرا میتواند تغییر دهد, بویژه ا گر ۱ > ۱6۱ این طول کاهش؛ 
و اگر 6۱<<۱ این طول افزایش می‌یابد و بالاخره اگر ۱ » 
بلاتغییر میماند. اين عمل را کشش بردار ۸2 باندازُ ۱6۱ برابر 
نامگذاری ميکنيم. برای کلمه* «۱کشش»» در اینجا باید معنی شرطی 
تاثل شد. در واقم کشش فتط در ازای ۱<< ۱۵۱ وقتیکه طول بردار 
در اثر ضرب» ۱۵۱ برابر میشود صورت میگیرد. لکن از همین 
لفظ هنکامی نیز استفاده حواهیم کرد که ۱ ۱6۱ (طول بردار ۸1 
بلاتغییر است) و ۱:۱>۱ (طول بردار 22 در اثر ضرب کاهش 
فا 
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شکل ۲۱ ‌ 


اگر » عددی حقیقی و بثبت باشد آنگاه ۰ 6 ع۸۳. 

در اینصورت چرخش بزاویه" »ع۸» بردار ,26 را که از 
طریق کشش حاصل شده تغییر نمیدهد. بنا بر اين» نقطه" .8 نمایشگر 
حاصلضرب 26 است. بیتوان گفت که ضرب 2 در عدد حقیقی 
مثبت » از نظر هنلسی» بمعنی کشش بردار ۸ (نمایشگر 2( 
باندازٌ ه برابر است. با تغییر ۵ میتوان به کشش‌های گوناگون 
بردار ۸ نائل آمنلان مثلا برای کشش دو برابر » لا زم است 2 
در ۲ ضرب گردد, برای کشش ,/۳ براپر لا زم انتتت: 2 در ۳ 
صرب شود, 

اگر سازءٌ ۵ عدد حقیقی سثبتی نباشد آنگاه ۸۳۵6 مخالف صفر 
است. در اینصورت ضرب 2 در 6 تنها به کشش بردار تا منتهی 
نمیگردد بلکه؛ بعلاوه» حرخش بردار کشش یافته را در حول نقملد" 
۸ بزاویه" ۸۳۵ لازم میدارد. بنا بر اين» در حالت کلی» عمل 


۳۹ 
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شکل ۲۲ 


ضرب 6 2 هم بمعنی کشش (۱۵۱ برابر ) و هم بمعنی چرخش 
(بزاویه" و۸۲ ) میباشد. در حالت خاص وقتی قدر مطلق 6 
برابر واحد است ضرب در ه تنها به حرخش بردار 2 بدور له " 
4 بزاویه" ۸۳۵۵ منتهی میگردد. با انتخاب ه بطور مناسب» میتوان 
به چرخش ۸6 بزاویه دلخواه دست یافت. حنانکه مثلا ا گر لا زم باشد 
بزاوبه" ٩.۴‏ در جهت بثبت (خلاف 3 عقربه ساعت ) 
حرخیده شود کافی است 2 ضرب در ار گردد, در واقع » ۱ | | 
و «٩۰۳‏ ۸۲۵9. برای حرخاندن ۲ بزاویه ۴ ؛ در جهت مبفی 
موافق ۳3 عقربه" ساعت کفی است 2 ضرب در عدد مختلط 6 
گردد که مدول آن برابر واحد» و آرگوبان برابر ۰ ع- باشد, 
این عدد را یکمک شکل ۲۱ که نقطه" 6 نمایشگر عدد ه در آن 
نشان داده شده باسانی میتوان یافت, اشکار است که مختصات نقطه 
5 ۹3 ۲ ۷ 


۵ موه است ۰ )ز» << ], لد!ا سب د 6 
نت ۲ ۲ 7 ۲ 
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"۷ ۳ _ "كپِ" 
۱ - ح , خلاصه» ۱ 6 مهادل 
است با چرخش بردار ۸ (نمایشگر 2( بدور نقطه" ۸ به زاویه" 


و۶ در حهت منفی . 











۷ فربولهای ‏ + 2 < 2 یا 2 < 2 چنانکه دیدیم نقطه" 
2 را به نقطه 2 مسدل سینمایند. حال بجای یک نقطه" 2 تعداد 
بی‌شمار نقاط 2 را که یک شئل هندسی ۳ (مثلا مشلث» شکل ۲۲) 
را تشکیل میدهند بررسی ميکنيم. اگر در مورد هر نقطه" 2 فرسول 
+ 2 2 را بکار ببریم آنکاه از هر نقطه اولیه» نقطه" تازةُ 2 بدست 
می‌آید که باندازٌ بردار ۵ حابحا شده است. همق این نقاط حابحا شده, 
یک شکل تازة ۳ را تشکیل خواهند داد. واضح است که آرا در 
صورتی میتوان بدست آورد که اگر تمام شکل ط را بطور یکپارچه 
1 دار ۵ حابندا ِِ بد ینترئیب سیم فرمول با 
تنبدیل کرد, این ی به جابجائ شکل باندازه ی ۸ منتهی 
بیگردد. البته که شکل تازه با ِِ اولیه یکسان است. 


۸ فرسول مه < 2 را میتوان در مورد هر نقطه" 2 از شکل 
ط بکار برد. اگر 6 عددی حقیقی یور وی نقطه* 2 
از شکل ط به نقطه" تازةٌ 2 مبدل بیگردد که بر همان شعاع خارج 
ت ‏ او کت ایا 2 یز بر آن قرار دارد و ضماً 
#ا 


۰. / 


احد (یعنی نسبت فواصل تقاط 2 و 2 تا ۸) پرابر 6 است. 
جنین تبدیلی در هندسه بنام همگذاری معروف است و قاط 2 و 
2 نقاط همگذارده» و نقطه" ۸ مرکز همگذاری» و ه ضریب 
همگذاری امیده ميشود, ِِ 


۳ 
(۶ 





شکل ۲۳ 


در اثر همگذاری» مجموعه" تمام نقاط شکل ط به مجموعه" تازه‌ای 
از نقاط مبدل بیگردد که شکل ۲ را تشکیل میدهند (شکل ۲۳). 
این شکل نسیت به شکل داده شده ط همگذارده میباشد. بآسانی میتوان 
دید در حالتیکه ط حندضلعی (مثلا مثلث ) باشد شکل همگذارده " 
نیز چندضلعی مشابه چندضلعی 8 است. برای اثبات این موضوع کافی 
است بررسی شود که نقاط واقع بر یک از اضلاع چندضلعی ظ» مثلا 
0 در اثر همگذاری به حه تبدیل میگردند (شکل ۲۳). 

اگر 8 به #۳ و ۵ به 0 تبدیل گردد آنکه با وصل ۲ و 0 
بوسیله" پار‌خط راست پیدا ميکنيم که مثلث‌های ۸۳80 و "۸ متشابه 
ند ( زاویه" ۸ مشترک» و پهلوهای آن متنامبند: ه - چْد - چَهّ). 


۱ 1 و ۲ 9 
از اینجا هم‌حنین نتیجه میشود که ضلع 60 موازی باظا» و 6 < ج-. 


نقطه 7 را بر 0 اختیار ميکنيم, آنکاه شعاع ۲ در یک نقطه" 


۳۲ 
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۳ 0 را تلاقی خواهد کرد و دوباره مثلث‌های 2۸70 و ۸0 
بتشابه خواهند بود و در نئیجه» 6 س- بحد . بنا بر این» 


نقطه" 0 نسبت به نقطه" 2 (سبت به مرکز همگذاری ۸ در ازای 
ضریب همگذاری پرابر 6) همگذارده خواهد بود. از اینحا نتیحه 
بيگيريم که همه نقاط واقع بر ضلع 80 در اثر همگذاری به نقاط 
واقع بر ضلع 0 تبدیل میگردند. در ضمن» هر نقطه" 80 نسبت 
به یی از نتاط واقع بر 20 همگذارده خواهد بود. بدینترتیب تمام 
پارمخط ۲ نسبت به پارمخط 20 همگذارده خواهد بود. با تکرار 

این استدلال برای همه " اضلاع حندضلعی ‏ درمی‌يابیم که همه" 
آنها به اضلاع حندضلعی حدید ۳ میدل بیگردند و ضمناً اضلاع 
متناظر جفت جفت موازی و نسبت طول آنها با یک عدد ی برابر 
خواهد بود : 

15 2 94 ثِ2 


بهمین ترتیب تشابه اشکال همگذارده ط و ۳ باثبات رسیده است. 

بدینترتیب بوبسیله" فرمول .مه <2 (ء عددی است حقیقی 
و مثبت) میتوان نه فقط یک نقطه بلکه یک شکل تمام ط را نیز 
تبدیل نمود. اين نوع تبدیل» همگذاری بمر کز ۸ و بضریب برابر 
۵ است. در حالتیکه 8 حندضلعی باشد شکل تبدیل شده ۳ نیز 
حندضلعی مشابه ۲ است. 


۰ حال فرض کنیم که عدد ه در فرمول 62 < 27 عدد مثبتی 
نباشد, اول ۱ <- | ۵ | قرار مید‌هیم , در اینصورت تمام عمل ضصرب 
به حرحش پردار ۸42 پدور رل * ۸4 بزاویه" براپر آرگوبان 2 منتهی 
میشود. ا گر این عمل را در بورد هر نقطه" 2 شکل ۶ انجام دهیم 


۳۳ 
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آنکاه تمام شکل ط بزاویه" »۸۳ بدور نقطه" ۸ چرخیده خواهد 
شد. نتیجه اينکه بوسیله" فرمول 62 2 که در آن ۱6۱-۱ هرگونه 
شکل ط به شکل ۳ از طریق چرخش در حول نقطه" ۸4 بزاویه" 
0 تبدیل میگردد, بثلا ‏ ده قرار ميدهيم. نظر به اینکه 
۴ << و۸۲ تبدیل 2 < 2 به حرخش شکل ۸ بزاویه" ٩.٩‏ 
در حول نقطه" ۸ منتهی میکردد. در شکل ۲ نتیجه" این تبدیل 
مثلث شان داده شده است. 

اگر در فربول وء < 27 شرط ۱ < ۱6۱ را منظور نکرده بلکه 6 
را بطور ساده یک عدد مختلط (ناشت و مخالف صفر ) بشماريم در 
اینصورت تبدیل مربوطه" شکل ‏ را بیتوان در دو مرحله انجام 
داد. اول کششی باندازةٌ ۱6۱ برابر انجام میشود که در نتیجه" آن 
شکل ظ به شکل هىگذارده ,2 تبدیل میگردد و سپس ,2 بدور نقطد" 
4 بزاویه" ۸۵60 حرخیده ميشود, 
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در شکل ۲۰ ننیجه" تبدیل مثلث 8 بروش 2 مه 7 
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71 
و وت نشان داده شده آست. 


۰ در فرمولهای م + 2 د 2 و 62 < 2 میتوان 2 را بء‌نوان 
متغیر مستقل و 2 را بعنوال تابع تلقی نمود. اینها ساده‌ترین توابع 
متغیر مختلط 2 می‌باشند. با انجام اعمال جمع» تفریق» ضرب» 
تقسیم و بتوان رساندن ( که آنرا بعنوان ضرب مکرر در نظر میگیریم ) 
روی 2 و اعداد مختلط ابتی» توابع گوناگون دیگری از 2 را 


۵ س 2 





۱ 
ِ یا 6240 2 م2 یا سر < 2 و غیره. 


همه حنین توابعی اژ متعیر مختاط پنام (« گویاء؛ نامیله میشوند و 


۳۰ 
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این نام را مدیون نامی هستیم که به خود اعمال تعیین کننده این 

توابع (جمع» تفریق» ضرب» تقسیم ) اطلاق مشود یه‌نی اعمال گویا. 

همه* توابع متعیر مریختاط در زمره توابع گویا نمی گنجند, مفله بیتوان 
0 


توابعی از قبیل 2 ۷ سره و دج 2و دج و غیره را 
نعییین » و مورد مطالعه قرار داد, اما در حارجوب این کتاب ما 
فقط به توابع گویا» تازه هم ساده‌ترین آنها بسنده م یکنيم. 


۱ ما دیدیم که با توابع + 2 2 یا 2 -27» تبدیلات 
هندسی معیئی در مورد اشکال روی صءعحه متناظر ات بویژه اگر 
بتغیر 2 نقاط شکل ۲ را ببیماید آنکاه تابع + 2 <2 نقاط شکل ۳۲ را 
که از طریق جابجائی باندازة بردار ۵ از 8 بدست می‌آید میپماید 
و تابع 2-2 نقاط شکل ۳۳ را که با تبدیل همگذاری بضریب 
۵ و حرخش بدور نقطه ۸ بزاویه" 0و۸ از ط بدست می‌آید 
میپیماید. در نتیجه میتوان گفت که خود تابع +2 2 تبدیل 
جابجائی راء و تابع 7-02 تبدیل همگذاری و چرخش را انجام 
بیدهد (اگر 6 عددی حقیقی و مثبت باشد آنکاه تمام قضیه تنها به 
همگذاری» و اگر ۱< ۱6۱ وی ۱عده آنکاه تنها به چرخش منتهی 
میگردد). این سوال پیش می‌آید که در مورد تبدیلات تولید شده 
توسط دیگر توابع بتغیر محتلط و بویژه توسط توابع. گویا حبه 
به خود مشغول خواهد داشت. انا برای اینکه خواننده بفهمد که حنین 
تبدیلات تولید شده توسط توابع گویای متفیر مختلط با تمام تنوع و 
غناء شکفت‌انگیز خواص هنسی» دارای وجه مشتری نیز 
هستند و آن اینکه هرچند در ضمن این تبدیلات ؛ اندازه و ظاهر 


۳۹ 
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شکل» بطور اعم» تغبیر می‌یابد ولی مقدار زوایای بین هرگونه خطوط 
متعلق به شکل بورد نظر بلاتغییر می‌ماند" . 

در حالات حخاص توابع 0 21 < 2 يا 02 ح 2 عدم تغییر زوایای 
اشکال بورد تبدیل مستقیماً از تبدیلات جابجائی» همگذاری و 
حرخش سرجشمه میگیرد, این نکته جالب توجه است که همین پدیده 
هبچنین در تبدیلات بوسیله" هرگونه توابع گویای متغیر مختنط و 
نیز تعداد زیادی توابع کلی‌تر و پیچیده‌تر متغیر مختلط موسوم به 
توابم تحلیلی مشاهده ميشود. اما موضوع اخیرالذکر از حوصاد" 
این جزوه بیرون است. 


۲ تبدیلات .هندسی که موجب تغییر زاویه" بین هر جفت خط 
در شکل مورد تبدیل نمیگردد بنام تبدیلات متشابه‌الزاویه یا بیشتر 
بنام بازتاب‌های متشابه‌الزاویه موسوم است . 

جابجائی» همگذاری و چرخش که در فوق از نظرمان گذشت 
در شمار مثالهای بازتاب‌های بتشابه‌الزاویه میباشد. مثالهای 
دیگری را در زیر می‌آوریم . و با | کنون نشان بید هیم شرط عدم 
تغییر زاویه" بین هر جفت خط متعلق به شکل مورد نظر که در 
تعریف بازتاب ستشابه‌الزاویه منظور گشته چه معنی دارد. مربع 
راب۸ را که دو ضلع آن بر محورهای ۸ و منطبق هستند در 
نظر میگيریم (شکل .)۲٩‏ آنرا طوری به شکل دیگری تبدیل میکنیم که 
طول بر هر نقطه بلاتغییر مانده و عرض ل دو برابر گردد. آنکاه 


* اگر دقیقتر بگوئيم در اینجا نقاط علیحده‌ای ممکن است بوجود 
باشند چنانکه زوایای برآس در این نقاط تغییر بیابند و ۲ ۳ و یا 
بطور کلی» تعداد صحیح بار افزایش یابند. لکن جنین نقاطی فقط 
استثنانی از قاعدة عمومی میباشند. 


۳۷ 
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بثلا نقطه" 7 به 7» و بر به ۲ تبدیل میکردد. اگر همد* نقاط 
مربع را از این راه تبدیل نمائیم آنگاه بدیهی است که مربع ([2۸ به 
مربع مستطیل ۸۸20 بهمان قاعده و ارتفاع مضاعف تبدیل وا هد 
شد. در ضمن ضلع ۸8 تبدیل به خود میشود (همه" نقاط بر جای 
میمانند چون عرض آنها مساوی صفر بوده و بعد از مضاعف شدن 
نیز مساوی صفر میماند)» (۸ به "(]2» مر به ۳0۵( و 50 به ظ 
سبدل میگردد, البته که زاویه" بین اضلاع که انمه بوده همحنان 
قائمه میماند یعنی تغییری نمی نماید. و لا زاویه" 8۸ بین ضلع 
و قطر ۸0 مربع مورد نظر را بررسی ميکنيم (شکل ۲۰). این 
زاویه برابر "ه 4 است, در اثر تبدیل» ضنع 28 بر جای می‌اند 
وی خط ۸0 به خط ۸0 تبدیل میگردد (چرا؟) . نتیجه اینکه زاوید" 
0 به زاویه" دیگری (بزرگتری )» 0 تبدیل میگردد یعنی 
بلاتغییر نمی‌ماند. اگر بجای زاویه" ۰8۸0 زاویه" 2۵6 را برأس در 
نقطه" دیگری از مریع ۸4801 بثلا در نقطه" » در نظر بگیریم 
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شحل ۲۷ 


(شکل ۲۷) باسانی میتوان نشان داد که این زاویه هم در اثر 
تبدیل مورد نظر تغییر خواهد کرد. 

از همه" این مراتب نتیحه میشود ۰ با اینکه زوایای خود چهارضلعی 
( در اثر تبدیل مورد نظر تغییر نکرده (چنانکه بوده یعنی 
قانمه بانده )» این تبدیل متشابه‌الزاویه نبیست جونکه برای هر زتمله " 
متعلق به ۸801 میتوان زاویه‌ای برس در این نقطه نشان داد کد 
در اثر این تبدیل تغییر می‌کند (بزرگ میشود). 


۳ قبل از اينکه جلو برویم لام است به حواننده توضیح دهیم 
منظور از زاویه" بین دو خط منحنی 07 و 0۴ متلاقی در یک نقطه" 
۵ (شکل ۲۸) چیست. 

یک نقطه" متفاوت از 4 را روی منحنی ۲( اختیار» و حخط 
قاطع 00۱ را عبور میدهیم . بطور کاملا مشابه» نقطه" بتفاوت 
از 4 را روی منحثی 01 اختیار» و قاطع 00۷ را عبور میدهیم. 
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شکل ۲۸ 


اندازة زاویه ,0,00 را میتوان بعنوان بمقدار تقریبی زاویه منحنی‌الخط 
در نظر گرفت. هر قدر نقاط ,0 و ,0 به نقطه" 0 نزدیکتر 
باشند همانقدر قاطع‌ها نزدیکتر به پهلوی منحنی‌های 0۳ و 08 
در حوالی نقطه" 4 قرار خواهند گرفت. بنا بر این» زاوید* 0,06 
را نیز در اینصورت میتوان بعنوان تقریب هر چه تمامتر بقدار 
زاویه" بین منحنی‌هایمان در نقطه" ۵ در نظر گرفت. چنانچه ,0 بر 
روی بنحنی ۰۵0۳ و +4 بر روی منحتی 0076 هر چه نزدیکتر به 0 
جابجا شوند قاطع های 0۱ و 00 همانقدر بیشتر در حول نقطه" 
دوران یافته و به مواضع حد 01( و ب001 نزدیک خواهند شد, 
شعاع های 11 و 077 از همه" دیگر شعاع های مار بر 0 به 
پهلوی منحتی‌هایمان در حوالی این نقطه نزدیکتر قرار می گیرند. 
آنها نامزد به مماس بر منحنی‌های 0۳۴ و 07 بوده و زاویه پ 1,01 
بین آنها بعنوان میزان زاویه" بین منحنی‌های 0۳۴ و 08 در نقطةٌ 
4 پذیرفته ميشود. بدینترئیب زاویه بین دو منحنی متلاقی در یک 


۰ 
لا( 


0 


فا 


0 ۲٩ شکل‎ 


نقطه» زاویةٌ بین مماس‌هائی بر متحنی‌هاست که از این نقطه گذرانده 
شدها ند . 2 


این تعریف همچتین در مورد زاوية بین یک منحنی 0۳ و خط 
راست 076 در نقطه" ۵ قابل کاربرد است (شکل ۲۹). فرض کنیم ,0407 
یماسی بر رپ در نقطه" باشد. برای بهره گیری از تعریف» خط 
راست 07 را نیز باید با مماس بر این خط راست عوض نمود. اما 
باسانی میتوان در یافت که مماس بر خط راست ت ۳0 بر حود این 
خط راست منطبق است. در واقع » برای بدست ین خط قاطع» 
ایس له ۵ متفاوت از ۵ را روی 01۲ اختیار لموده و خط 

ستی از 4 و ,0 عبور داد, بدیهی که ان همان حخط راست 
۳ ا گر به 4 نزدیک شود در آنصورت قاطع بدست آمده 
بلاتغییر می باند, لذا مماس_ که خوده قاطعی در وضع حد میباشد باز 
هم خط راست 0 می باشد. نتیجتاً زاویه* بین منحنی 0۳ و 
خط راست 07 را باید بمثابه زاویه بین مماس ,07 بر منحنی 0۳8 


3 
(۶ 


در نقطه" ‏ و خود خط راست 40۳80 معنی کرد. مه‌کن است چنین 
اتفاق افتد که همانا 6 مماس بر 0۴ باشد (یعنی 0/7 بر 47 منطبق 
باشد)» آنکه زاویه" بین ۵ و 0۳ تبدیل به صفر میگردد. بنا بر 
این در نقطه" , زاویه" بین منحنی و مماس بر آن در همین نقطه 
برایر صفر است. 


: ۲ بازتاب‌های متشابه‌الزاویه کاربردهای زیادی دارند. آنها 
مثلا در نقشه‌برداری در امور تهیه" نقشه‌های جغرافیائی بکار میروند. 

هر نقشه" جغرافیائی قسمتی از رویه" زمین را در صفحه (در برگ 
کاغذ) نمایش میدهد. در حنین نمایشی خطوط قاره‌ها»ه دریاها و 
اقیانوس‌ها کم و بیش تحریف پیدا میکند. حواننده بآسانی یقین خواهد 
نمود که نمیشود قسمتی از رویه" کره (مثلا پار‌ای از توپ شکسته" 
پینگ پنگ) را بر روی صفحه کسترانده و بدون کشش و تراکم» 
بدون پازق و چرو کید هموار ساخت. بهمین لحاظ هم نمیتوان 
قسمتی از رویه" زمین را ( که میتوان آنرا کروی تلقی کرد) بدون 
بر هم خوردن تناسب و» در نتیجه» بدون تحریف شکل آن روی 
صفحه ترسیم نمود یعئی نقشه ترسیم کرد. و اما معلوم میشود که 
میتوان نقشه ترسیم نمود بدون آنکه زاویه" بین خطوط گونا گون در روی 
زمین تغییر کند. 

فرض کنیم لازم باشد نقشه" نیمکرة شمالی ترسیم شود بنحویکه 
در آن تمام زوایا بین جهات مختلف بر روی زمین باندازژ طبیعی تصویر 
گردد. برای اينکه تصور بهتری از نحوهُ اين کار پیدا کنید یک کر 
بزرگ جغرافیا از ماد شفافی مثلا از شيشه را در نظرتان مجسم 
کنید که رنگ‌آمیزی آن بگونه‌ای باشد که فقط خطوط قار‌هاء؛ 
کشورها و دریاها در نیمکرة شمالی و نیز شبکه نصف‌النهارات و 
مدارات بی رنگ و» در نتیحه» شفاف ببماند و بقیه از رنگ کدر 


۲ 
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پوشیده باشد. اگر در قطب جنوبی کر جغرافیا یک لامپ برقی 
کوحک وف پرئور لحیم شود و پرده‌ای قایم بر بحور آن قرار داده 
شود آنکاه در اطاق تاریک» نقشه" محیطنمای نیمکره شمای را روی 


۳ 
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پرده مشاهده خواهيم نمود. از طریق هندسی میتوال ثابت کرد که 
در چنین نقشه‌ای (که بنام نقشه" تصویر کروی* معروف است) 
تمام زوایا بين هرگونه خطوطی روی کر جغرافیا در نیمکرةٌ شمالی 
باندازة طبیعی تصویر میگردد. 

اگر اضلاع (منحتی الخط) یک زاویه" 2۵ برأس در نقطد" 
دلخواه نیمکرة شمالی را بی‌رنگ بگذاريم آنکاه در تصویر کروی» این 
زاویه باندازة طبیعی تصویر میشود (شکل ۳۰). 


۰ ۷ در بالا طریقه تهیه نقشه نیمکرة شمالی با حفظ اندازه 
طبیعی همد" زوایا را شرح دادیم. اگر منبع نور (لامسپ) صادر کننده 
شعاع های تصویر کننده را نه در قطب جنوبی بلکه در قطب شمالی 
قرار دهیم مپتوانيم با همان روش نقشه" نیمکرة جنوبی را با حفظ 
اندازة طبیعی همه" زوایا تهیه نمائيم. هر یک از نقشه‌هائیکه از 
این طریق بدست آمده از یک شکل مسطح عبارت است. اگر آن را 
مورد تبدیل متشابه‌الزاویه قرار دهیم به شکل جدیدی در می آید که 
آثرا نیز میتوان بعنوان نقشه" جغرافیائی تلقی نمود. از آنجا که 
در بازتاب متشابه‌الزاویه» زوایا تغییر نمیکند در نقشه" حدید 
اندازٌ زوایا بين حهات بر روی زمین حفظ م شود. در طرف راست 
شحل ۳۱ نقشه" تصویر کروی گرونلند» و در طرف جپ» نقشها یکه 


* تصویر کروی تصویر کره است که از راه زیر حاصل میشود : 
نقطه‌ای بر روی یک کره اختیار نموده و قطر را از آن عبور 
بیدهیم» سپس از انتهای مقابلش صفحه‌ای عمود بر قطر و مماس بر 
کره را که صنحه" تصویر نام دارد ميگذرانيم. شعاع های خارج شده 
از نقطه" اول» تصویر کره و "همه" جزئیات سطحش را بر صفحه" 
.ما کور میاندازند (مترجم ). 
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شکل ۳۱ 
از نقشه" اول در اثر تبدیل طبق فرسول 
72 1 108.121 < "2 

پداست می‌آید نمایش داده شده است. در اینحا بمثایه" پایه" لکاریتم» 
عددی پنام عدد نهر ... ۷۱۸۲۸ 2۲ ۵ انتخاب شده و ۸۵2 بجای 
درجه به رادیان اندازه گیری ميشود, 

بدون شک این فرمول» بغرنج و من درآوردی بنظر میرسد. بررسی 
آن از حوصله" این کتاب خارج است و لذا نميتوانيم نحقیق کنیم که 
آیا تبدیل که طبق آن انجام میگردد در واقع تبدیلی است متشابه‌الزاویه 
يا نه. فقط باین گفته بسنده ميکنيم که نقشه" ناشی از چنین تبدیل 
قریب ۰۰ سال پیش باهتمام مرکاتور دانشمند هلندی تهیه گردید. 
از آن بیعد این نقشه در دریانوردی رواج بسزائی یافته است. مزیت 
آن بر نقشه" تصویر کروی عبارتست از اینکه نه فقط نصف‌النهارات 
پلکه مدارات نیژ در آن بصورت حخطوط راست بیباشند, علاوه پر این » 


۵ ءِ 
تا( 


هر گونه مسیری بر روی زمین که عقربه" قطب نما دز امتداد آن 
تغییر جهت نمیدهد (باصطلاح» لو کسودرومیا) در این نقشه بصورت 
حخط راست ات 


۰ مهمترین کاربردهای بازتاب‌های متشابه‌الزاویه به مسایل 
فیزیک و مکانیک مربوط است. در بسیاری از مسایل مثلا مسایل 
دایر بر اختلاف سطح الکتریی در نقاط فضای اطراف خازن 
پا درحه " حرارت داخل جسم گرم» سرعت ذره‌های مایع یا کاز حا 
در اطراف موانعی در یک مجراء و امثال آن لازم می‌آید این 
سطح» درجه" حرارت» سرعتها و غیره محاسبه شود. چنین مسایلی را 
در صورتی میتوان بدون اشکال زیاد حل نمود که اجسام موضوع» 
شکل حیللی ساده‌ای داشته باشند (مثلا صفحد" مسطح یا استوانه" 
ستدیر ). و ابا در بسیاری بوارد دیگر هم باید توانائی این 
محاسبه را داشت, بثلا برای محاسبه" هواپیما در جریان طراحی باید 
چگونی محاسبه" سرعت ذرات هوای جاری از اطراف بال هواپیما را 
دانست 

مقطع عرضی بال هواپیما (پروفیل بال ) مانند شکل ۰۳۲ الف است. 
اتفاقاً محاسبه سرعتها در حالتی که بقطع عرضی جسم غوطه‌ور در 
جریان» دایره باشد (یعنی خود جسم استوانه‌ای‌شکل باشد ) بویژه 


ساده است (شکل ۳۲» ب ). 


* البته هنکام پرواز هواپیما هم ذرات هواء هم خود پال حر کت 
میکنند. و اما با تکیه بر قوائین مکانیک میتوان تمام اين پژوهش 
را در حالتی خلاصه نمود که بال ابت» و جریان هوا پروی آن 
تاخته و از اطرانش جاری باشد. 
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شکل ۳۲ 


پس بعلوم میشود برای تحویل مسئله سرعت ذرات جریان هوای 
جاری از اطراف بال هواپیما به مسئله ساده‌تر جریان در اطراف 
استوانه" مستدیر کافی است شکل هاشوری شکل ۳۲ الف (پیرامون 
پروفیل بال) به شکل هاشوری شکل ۰۳۲ ب (پیرامون دایره) بطور 
متشابه‌الزاویه بازتاب گردد. حنین بازتابی بکمک تابعی از متغیر 
مختلط صورت میگیرد, علم باین تابع ابکان میدهد انتقای از سرعتها 
در جریان جاری در اطراف استوانه مستدیر به سرعتها در جریان 
جاری از اطراف بال هواپیما انجام داده و نتیجتاً مسثله" مطرح شده را 
تمام و کمال حل نما ئیم . 

بکونه" همانندی» بازتاب متشابه‌الزاویه امکان میدهد حل مسایل 
مربوط به محاسبه اختلاف سطح الکتریی و درجه" حرارت‌ها را از 
حالت اجسام با شکل دلخواه (شکل دلخواه مقطع عرضی) به ساده‌ترین 
حالتهائی که جواب مسئله معلوم است موکول نمائيم. بازگشت به 
فضای محیط بر اجسام باردار (یا گرم) اولیه بکمک همان تابع 
متغیر مختلط صورت میگیرد که بازتاب متشابه‌الزاویه را فراهم میسازد. 


۷ هر آنجه که از کربرد بازتاب متشابه‌الزاویه در زمینه" 
مسایل نقشه‌برداری» مکانیک و فیزیک گفته شد بدون اثبات بود. 
در این کتاب ما نميتوانيم به اثبات مطالب دست بزئيم چون برای 
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فهم آنها خواننده بایستی بر دانشی مسلط باشد که کسب آن فقط در 
چهاردیواری مدارس عای میسر است. 

از همینجا تا پایان کتاب ما به ساده‌ترین توابع گویائی مشغول 
ميشویم که بکک آنها بتوان برخی بازتاب‌های متشابه‌الزاویه را 


۰ مب ۰ ۰ 6 سب 2 
انجام داد. اینک توابع موضوع بحث را نام میبریم : ۱) سس < 2 


(مصطلح به تابع کسری خطی) ؛ ۲) "2 -2؛ ۳) لد بم) دس 
تابع اخیرالذکر بنام دانشمند مشهور روس» ن. ی. ژ وکفسی 
»)۱٩۲۱ ۰-۱۸۷ (‏ معروف است که و . ای. لئين بحق وی را 
پدر هواپیمائی روسی نامیده است. این تابع بنام ژو کفسکی نامیده 
میشود چونکه وی با موفقیت آثرا در حل بعضی مسایل نظریه" 
هواپیما بکار پرده است. او بویثژه نشان داده است حگونه یکمک 
این تابع میتوان بعضی پروفیل‌های بال هواپیما را بدست آورد که هم 
اهمیت نظری و هم اهمیت عملی را دارا میباشند. 

این کاربرد تابع ژو کفسی را با در صفحات بعدی شرح خواهیم 
داد 


۸ برسی را با تابع کسری خطی ست 2 آغاز مينمائيم. 
در اینجا »6 و ۵ اعداد محتاط ابرابر هستند. نشان می دهیم 
که یکمک این تأبع» هر کمان ۳۲۸۵ دایره که نقاط عم و ه6 
را به هم وصل نموده به یک شعاع بستقیم الخط ۳۸ حارج شده از 
بدا مختصات تبدیل میشود» در ضمن زاویه" بین جهت مثبت محور 
حقیقی و این شعاع برابر است با زاویه" بین جهت ۵۵۷ و بماس 
پر کمان دایره در نقطه" ه (شکل ۳۳). 

نقطه" 2 بر کمان ۲۵ مفروض است (شکل ۰۲۳ طرف چپ ). 


۸ 
(۶ 


۳۳ 








۹ 


(۶ 





شکل ۳ 
ابت کنیم که سیمای آن (یعنی نقطه" متناظر آن» گس -ه] 





باید بر شعاع ۳۰۲۶ واقع باشد (شکل ۰۲۳ طرف راست). برای زسم 
بردار 2 باید طول آن (۱2) و زاویه" میل به قسمت مثت محور 
حقیقی (۸82) را دانست. اما 2 خارحقسمت اعداد مختلط »--2 و 
2-0 است که بوسیله" بردارهای ۲ و 0 نمایش داده میشوند. 


لذا سیب (2| و #وع۸ برابر است با زاوید" 50/6 (بردارهای 


5 و 4 برابرند) که از ۲5 بسوی ۲ حساب میشود. بدیهی 


77 2 
است که ۲*ع<- 5۳0 و لذا با نیمه" کمان 0/6۳0 اندازه گیری 
میشود, زاویه" ۸۷۳7 نیز با نیمه" همین مان اندازه گیری تخود 


کر سا 
بنا بر این» ‏ < ۱۷۳۴ << 010۳ <- ۳۲و < ۸۲62. بدین ترئیب» 
نقاط 2 پر کمان ۳۱۱۸ هر وضعی ر داشته باشند تقاط متلاظر » 


0 -- و 


سدح دارای همان آرگوبان چ میباشند و این بدان معنی 
است که تمام این نقاط بر همان شعاع ۳1۸ واقع اند گه نسبت 
به قسمت بثبت بحور حقیقی تحت زاویه" چ مایل است. 





دم اپ 
۴ نکارش ۸850 بمعنی زاویه" ۸4860 است. 


(۶ 


این نتیجه گیری در حالتی هم صادق است که ۳۲۵ نه کمان 
دایره پلکه پاروخط راست 0 باشد. در اینصورت باید  -<۱۸۰۴‏ 
دانست و شعاع را منطبق بر بخش منفی محور حقیقی شمرد 
(شکل 4 ۲ در واقم» جنانچه 2 بر پارمخط ۳0 واقع باشد بردارهای 
نمایشگر »--2 و 2-0 در ٍ_- مخالف هم متوجه‌اند. از اینجا 
نتیجه میشود که خارحقسمت مت 2 عددیست حقیقی و منفی 
یعنی 2 بر قسمت منفی محور حقیقی واقع است. 

ما ثابت کردیم که سیماهای نقاط کمان ۳۲۵ بر شعاع ۲.1۸ 
واقع‌اند. وی آیا آنها تمام شعاع ۸ را پر کرده‌اند یا بر روی 
آن نقاطی هست که سیمای هیچ نقطه‌ای از نقاط کمان ۳1 نمی 
باشد؟ نشان میدهیم که سیماها تمام شعاع را پر کرده‌اند. 

با نقطه" 0 (مپدا مختصات) شروع ميکنيم. این نقطه سیمای 
نقطه" ( میباشد جون عسد ب 2 در ازاء » -- 2 صفر میگردد. 
یک نقطه" 2 مخالف ۳ (یعنی ۰ عج2) را بر شعاع ۸ (شکل ۳۰) 
اختیار می کنیم. واضح است که 2 نمیتواند عدد حقیقی مثبتی باشد 
چونکه شعاع ۳۶ بر بخش مثبت محور حقیقی منطبق نیست. 

با محهول داستن 2 معادله" عسد < "2 را سیت به 2 حل 
بيکنيم. پیدا بيکنيم »--2 < 22-20 و از اینجا گسگ - و. 


بدینترئیب برای هر نقطه" 7 واقع بر ۳ یک و تنها یک بقدار 








2 وحود دارد حنانکه عسد 2 یعنی "2 سیمای 2 میباشد. اما این 
نقطه" 2 کجا واقع است؟ آیا بمکن است که بر ۳/۵ واقع نباشد؟ 
يقین حاصل ميکنيم که چنین امری ممکن یست. قبل از هر چیز » 
نقطه" 2 نمیتواند بر خط راستی واقع باشد که دنباله" پارهخط ۲0 
میباشد (بیرون از این پارخط). در غیر این صورت اعداد --2 و 


۱ 
(+ 





رل 


(۶ 





2-06 دارای آرگومان‌های یکسان بیبود و حت < 2 عددی 
مثبت میبود. ولی اگر 2 بر روی خط راست مذکور بیرون از پارمخط 
۳4 واقع نبوده آنکاه بیتوان ط و 0 را بوسیله" کمان دایره بنحوی 
متصل نمود که این کمان از 2 عبور کند (اگر فرض شود که 
زتمله " 2 پر پا رمخط 0 واقع باشد در آنصورت بجای کمان با ید حود 
این پارمخط را اختیار نمود). این کمان را به 21,۵ نمایش می 
نقطه" ط با حهت 0۵۷ زاویه" 7 مخالف ‏ را تشکیل بیدهد (شکل 
۱ ِ ِ 0 - 2۶ ۲ ۳۳ ۶ 
ه ۳ بنا بر این» مقدار تابع و "2 در این نقطه باید بوسیله 
تمه " شعاع #۲ نمایش داده شود که تحت زاویه" ۱ به بخش 
مثبت محور حقیقی مایل بوده و در نتیجه بر "۳ منطبق نیست. ما 
به تناقض رسیدیم زیرا نتیجه این شد که نقطه" 2 مخالف نقطه" "۳ 
بایستی هم بر شعاع ]۳ و هم بر شعاع ]۳ واقع باشد, بدینترتیب 
ثابت شد که هر نقطه" 2 واقع بر ۲۳۲ سیمای یکانه نقطه" 
سب و ِ ۰ : 
( مس - و)ه است و ضمنا 2 بر ۲۸۸ واقع است. از اینها 
نتیجه میشود که اگر نقطه " 2 شعاع را بپیماید در آنصورت 
نقطه" متناظر آن» 2» که از معادله" ستگ 2 تعیین میشود کمان 
۸ را خواهد پیمود. 
بالاخره نشان بیدهیم هنکامیکه 2 ضمن حرکت در یک جهت از 
زرمله " ط بسوی زژمله " 0 کمان ۵ را ترسیم مینماید زتطه" ۳ دور 
حالیکه از نقطه" ۲ بینهایت دور میشود شعاع را در یک جهت 
ترسیم خواهد نمود. برای این منظور کافی است نشان داده شود که 


مسافت و و < چچ- مج[ < ۱2- 1۳ (شکل ۲۲) ضمن 
حرکت م ذکور نقطه" 2 افزایش می‌یابد و مقادیر بي‌نهایت بزرگ را 





۳ 
(۶ 


بخود میگیرد. اما ۱۸۰ ۵+ 0 + » از اینجا (+ ,0)--۱۸۰۳< 8 
۲ 5111 :6050 -1 0 005 0 5112 << (0 1 0) 510 < 506 و بالنتیحه 


۲ 511 0 6035 5 06 511 
:0 1-51 0 0605 د 0 6 7 2 | "۱2 < 7 ظ. 


وقتیکه نقطه" 2 بر روی 2۲۵ از ط بسوی 0 در حرکت است زاوید" 
از --۱۸۰۳ تا صفر کاهش یافته و زاویه" چ بلاتغییر میماند. 
پنا بر این »0اه از مقدار ‏ هآ - تا هه + افزایش می‌یابد و 
510 0 018 + 0 0605 -< 2۱| نیز (بعلت مثبت بودن عدد چ 518) 
از مقدار ۰< 9 57ج 609-18 تا مه + افزایش می یابد. 


۰۹ یک دار ۲۲/۸ گذرنده از نقطه* ه وی نا گذرنده از 
نقطه" 6 را (شکل ۰ الف) در نظر بیگیریم. فرض کنیم زاویه" 
پين مماس در نقطه" ه و حهت 6/۷ برابر چ باشد. از نقاط ۵ و 
1 دایرة کميی را عبور مید هیم که بماس بر آن در نقطه" ه با 
جهت ۵۵۷ زاویه" ۰۰۴+ را تشکیل دهد. این دایره» دایرة اولی را 
در یک نقطه" ت قطع خواه‌د کرد. عدد مختلطی را که توسط این 
نقطه نمایش داده میشود به 6 نمایش میدهیم. نشان ميدهيم که 
دایر ۳1۸۸ بوسیله* تابع مس - 2 به دایر؛ ۳۸۸ (شکل ۲ 
ب) نبدل میگردد که بر پارمنط "۳8 بعنوان قطر تکیه میکند. 
نقطه" ۲ نمایشگر عدد صفر » و نقطه ۳ نمایشگر عدد سحت ام 
است. در ضمن بماس بر دايرة ۳/۸۲ در نقطه" ۳۳ با جهت مثبت 
محور حقیقی زاویه چ را تشکیل میدهد.  .‏ 

بدینترئیب ما ثیت داریم تابت ِ که پرای هر نقطه 2 
واقع پر ۳۲,۸۷ نقطه" متناظر » سس مس ور بر دایرهة ۲۲/۷۲۳ واقع 


است که تقاط صفر و گس مس ام برای آن بمثابه" دو انتهای قطر 








0 
(۶ 
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(۶ 


است. واضحاً کافی است نشان داده‌شود که پارخط "۳ از هر نقطه" 
سس م (بشرطیکه 2 بر ۳۲ واقع باشد) تحت زاویه" قائمه 
دیده میشود یا اینکه زاویه" ۳۳۳ با زاویه قائمه برابر است* . 
و اما زاویه" ۰۰ اژ بردارهای پم اوه ۲ و ۳۲ تشکیل شده که اعداد 
2-۵ و "2 را نمايش میدهند. این زاویه برابر زاویه" 6۳۲ است 
که از "۲6 بسوی ۲۰۳ حساب میشود ۳۳ ۲ و 
برابرند ) . زاویه" اخیرالذ کر براپر است با < سر و۸ بئا بر 


اين» زاویه" مورد توجه باء "۳ نیز با آرگوبان عدد سب 


سس "2 





, بحمم , 
2 ۶ م 2 
یی است یعنی :۳۲۲-۸ عبارت سس را با 





0 سب 2 تِِ 
تعویض "2 با جسه. , و م با جسم 


میت سس 6 بت بسح 











(۵ -6) (0 --2) ا- 2 0-۷0 2-9 ۱ 2-0 - 2 
2 0 2-0 
مس مس 
در ایئحا ما #۷ _- و اس گس تس قرار دادیم , آشکار تفن ۲ 2 
نیز تایع ‏ کسری حطی از 2 میباشد, تفاوت این تابع تب سب 2۳ 


ئ جونکه نقاعلی اژ صفحه که پا رمخط داده شده از آنها دیوت 
زاویه" قائمه دیده میشود روی دایره‌ای قرار دارد که بر این پاره‌خط 
پعنوان قطر ساخته شده است. 


۹ 
(۶ 


با تابع اولی جسگ 2 فقط در این است که نقطه" ۵ با نقطد* ه 


تعویضص شده است, آذیجه دور بند ۲۸ تابت شد در مورد تابع تاأزه 
قابل کاربرد است و آن اینکه اگر نقطه* 2 بر روی کمانی از دایره 
که و و 6 را متصل مینما ید واقع باشد در آنصورت نقطه" ۳ با ید 
پر یک ند مستقیم الخط خارح شده از مبداً مختصات قرار داشته 
باشد. در ضجمن اگر مماس بر کمان دایره در نقطه" ه با جهت تمه 
یک زاویه" ‏ را تشکیل دهد در آنصورت شعاع مستقیم الخط نظیر 
با حهت مثبت محور حفیقی همان زاویه" 0 را تشکیل بیدهد. بعبارت 
دیکر آرگومان 7 برابر ه است. نظر باینکه نقطه" 2 بر کمان 
ترا از دایره واقع است که از نقاط » و 6 میگذدرد و زاویه" بین 
یماس ۲7 بر این دایره و ات برابر است با چ + ۵ (شکل 
الف) نذا آرگومان * کت ۳ نیز برای همه" مواضع 2 بر 
کمان تام برابر ج 81 ۳۷ از سوی دیگر » نقطه" 9 بر روی 
کمان از دایره واقم است که نقاط م و را متصل میهازد, 
مماس ب7 بر این کمان در نقطه" مه با جهت لاهه زاویه" 
۴( + 86) را تشکیل میدهد (قدر مطلق این زاویه برابر است با 
(چ + 6)-۰۳ وی از شکل ۳۱ الف دیده میشود که در حالت 
مورد نظر این زاویه در جهت منفی حساب میشود و لذا علامت 
رم بآن اطلاق سیشود ) , با بر این » بقدار تابع کسری خطی 


0 سب 2 








متناظر 0 2 یعنی عدد سم "] باید بوسیله نقطه" 
شعاع حارح نله از بدا محتصات دحت زاوید" ۴( 1 ۵) 
نسبت به حهت مشت محور حقیقی نمایش داده شود یعنی 
((( + 6) < 0۳ و۸ 


پیاد بیآورید که ميخواستيم زاویه" زیر را تعیین کنیم ؛ 


۷ 
تا( 





٩۰۳-)+ ۵( 





م7 
8 ح- "۳۰۲۲ 


6 حه "2 
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ما پیدا کردیم که 7 ع< جت و همحنین 
2-۰( ۵1) < ۸:۵9 ,هب ٩4+‏ < 2و۸ 


۵ (شکل ۳۷) و 





از اینجا نتیحه میشود که 4۰3 س- ۳ 
2 2 


60 دم 
۰ بت وق سس و۸۳ - 2۱۲2۲ 


2 - 





سب 2 


بدینترتیب از هر نقطه سب < 7 پاره خط ]۲ تحت 
زاویه" قانمه دیده میشود, این بدان معنئی است که تقمله" 7 بر 


۸ 
(۶ 


دايرة //۳ واقع است که پارمخط 2۳ قطر * آن میباشد. 

بعلاوه باید نشان داد که مماس_ بر این دایره در نقطه" "ر 
با جهت بثبت محور حقیقی زاویه" چ را تشکیل میدهد. برای این 
منظور کافی است نشان داده شود که زاویه" بین قطر ۳۳ و این 
جهت محور برابر است با ۵۹۰۴+ ه. زاویه" اخیرالذ کر با 
ستد ورن وه یق است. و اما نقطه" ء بر کمان 0 از 
دایره واقع است که قاط عم و 6 را متصل میسازد. نظر باینکه 
مماس بر این کمان در نقطه ه با جهت ۵2۷ زاویه" چ +۰۳4 را 


تشکیل بیدهد نقطه" ت عم باید بر شعاعی واقع باشد که با 


جهت مثبت محور حقیقی باز هم زاویه"  ٩۰۳+‏ را تشکیل میدهد 
یعنی ٩‏ 0-۰۳4 و۸۳ فهواله‌طلوب. 





۳۰ بعنوان مثال» روشن ميکنيم که شکل هاشوری شده در 
2 ۸ ۳ ۳ . ست 2 
طرف جپ شکل ۸ ۳ در اثر پارتاب پوسیله نابع 2-1-9 "2 به 





* برای اثبات» با نقطه" 2 را بر روی کمان 2۶ اختیار 
کردیم. آنکاه نتقطه" "2 متناظر » بر روی نیم‌دايرة 2 90 7 | واقع میشود, 
هرگاه نقطه" 2 را بر روی کمان 2۸4۳ اختیار کنیم آنکاه اثبات تغییری 
نخواهد کرد. فقط باید توجه باین کرد که جهت مماس بر این کمان 
در نقطه" مه مخالف ,۳7 است. این بدان معنی است که 2 و۸۳ 
بچای +4 با *19-۱۸۰۴+ برابر میباشد. لذا برای زاویه" 

27 
تج ۳۸-۸۵ مقدار 9-۰5-۰۴ ٩+‏ 6) - 9-۱۸۰3 (8) 
را بدست می آوریم و این بتناظر است با نقطه "2 واقع بر 

نیم‌دایرة 2۷ 


6۹ 
تا( 


۷ 





شکل ۳۸ 


جه ثبدیل ميشود, اين تابع بگونه* تسد و تا اس 

۱ - < 0. حون کمان ۵ از نقاط ۱ و ۱- عبور دز در 
نقطه" ,عم زاویه" ب را با جهت ۳0 تشکیل بیدهد لذا بموجب 
بند ۲۸ تبدیل به شعاع ۸ خارجح شده از ببداً مختصات تحت 
زاویه" چ نسبت به جهت مثبت محور حقیقی میشود. کمان ۴۸/۵ همان 
نقاط ۱ و ۱- را متصل نموده ول در نقطه" سم زاویه" ۱۸۰۴ 
را با جهت ۳۸ تشکیل می دهد (قدر مطلق این زاویه برابر است 
با -۱۸۰۳ و ما این نکته را بحساب آوردیم که در جهت گردش 
عقربه" ساعت یعنی در جهت منفی حساب میشود). بنا بر این» 
تابع سس 2 کمان 2۸۸۵ را تبدیل به شعاع ۳۸۲ خارج شده از 





ببداً بختصات تحت زاویه" ۲-۸۰۴ نسبت به جهت مثبت محور 
حقیقی مینماید. آشکار است که شعاع های و ۳۸۷۲ با هم یک 
خط راست را تشکیل میدهند. بالنتیجه تابع سر 2 تمام دايرة 
۸ را رکه از کمان‌های 2۵ و ۳۸۸ تشکیل شده) به تمام 
خط راست ۸۳۰۲۸ تبدیل مینماید. 

از نقاط ] و 4 کمانی از دای کمی عبور میدهیم کد ب‌اس 
پر آن در نقطه" ط زاویه" .مدب را با 40۳۸۷ میسازد. این 
کمان» دایره ۳/۳۵5 را در زتزرل و * ] ی حوا هد ۳ پموحب بل 
۷۸ کمان ی بوسیله تابع ِ-_ سیم < 2 تبدیل میشود به شعاع 
خارج شده از نقطه" ۳ تحت زاویه" ۰۰۴+ نسبت به جهت مثبت 
محور حقیقی. در ضمن نقطه ] به یک نقطه" "۲ از این شعاع تبدیل 
میگردد, پموحب پند ٩‏ ۲) دایره ۳0۳۵ بوسیله" تابع مس بح "2 به 
دایرٌ ۳/۵۷ تبدیل میشود که پارخط 2۳ قطر آن میباشد, 








۱ 
(۶ 


بدینترئیب در اثر تبدیل» دایره 2۲۸۸۲ به خط راست ]۸۷۲۳۰ 
ودایرة ۲0/6 مماس بر دايرهة او از داخل به دایرءٌ ۲۱۲۵۲ 
یماس بر خط راست ۸۷۲۳۲۳ در نقطه" ۲ مبدل میگردد. آیا میتوان 
پنداشت که ما دیگر سسئلد" تبدیل شکل هاشوری بکمک تام 


سسه -ه را حل نموده ایم؟ خیر» هنوز این مسئله تا آخر حل 
نشده است جونکه با فقط این نکته را روشن کردیم که دور این 
شکل به چه تبدیل میگردد در صورتیکه باید تبدیل نقاط محصور 
بين دوایر ۳۳/8۵5 و ۴۲۸/۷ را نیز بورد بررسی قرار داد. 

برای روشن ساختن این مطلب نیز متذ کر میشویم که تمام 
شکل هاشوری را میشد پر از دوایر مماس بر ۲۸/۷ در نقطه* ۲ 
و بحصور بین 20۳5 و ۳۲/۸ نمود. اینها کمان 20 را در نقاط 
واقع بین 2 و 0 قطم میکنند. در شکل ۳۸ سه دایره از تعداد 
بیشمار چنین دوایری با خطحین نمایش داده شده که کمان 220 را 
در نقاط ,5» بت و مک قطع مینمایند. اگر ما پیگیری کنیم که این 
دوایر بوسیله" تابع سس 2 به چه خطوطی تبدیل میگردند آنکاه 
خواهيم توانست تصوری در بارةٌ چکونی شکلی نیز پیدا کنیم که 
از همه" اين خطوط پر میشود. و همین شکل» شکل تبدیل یافته‌ای 
حواهد بود. 

ابا با کاربرد نتایج بند 4 ۲ استنتاج بیکنیم که دایره رف,تلی(۲ 
به دایره کل و دایره پ کم تاج به کب تب( ۲ تبدیل 
بیگردد و الخ . 

در آخر بند ۲۸ ما نشان دادیم که بموازات اينکه نتطه 2 
بر روی کمان ۵ حرکت نموده و به 4 نزدیک مشود نقطه" 
بتناظر آن» 7 در طول شعاع حابجاء و از نقطه اولیه" ۳۳ دور 
و دورتر میرود. از اینجا بر می آید که اگر نقطه" .ظ از نتطه" 


1۲ 
(۶ 


,6 به نقطه" ۵ زدیکتر باشد در آنصورت ,8 سیمای نقطه ,5 
در مقایسه با # سیمای قطه" #ّ دورتر از "۳ بر روی شعاع 
واقع است. بئا بر این» قطر بط ۳ دایره ار 0 4 سیمای 
دایرة بکپ۳۳8» باید بزرگتر از قطر ۳ دایرة 86 ۳۰ 
سیمای دایرهُ ,28,6 باشد حنانکه در شکل ۳۸ نشان داده شده 
است. اگر دایرة پکب‌مب2 را که 250 را بقدر کافی نزدیک به چا 
قطع میکند در نظر بگیریم ميتوانيم به حالتی برسیم که سیمای آن» 
وب‌تلب1 ۳ دارای قطر هر حه بزرگتر باشد, بعلاوه میتوان نشان 
داد که به هر دایر بماس پر خط راست ۸۷۲۲۳ در نقطه" ۲ و 
واقع در بخش هاشوری صفحه (شکل ۰۳۸ طرف راست)» یک دايرةُ 
باس پر دوایر ۳۲۳0۳86 و ۴۱/۷ در نقطه" ط و واقع در شکل 
هاشوری (شکل ۳۸» طرف چپ ) متناظر است. واضح است که تمام 
سیماهای دوایری بانند رک( پطب تج( مدم‌تلباظ و غیره 
که شکل هاشوری طرف چپ شکل ۳۸ را پر کرده‌اند خود نیز 
شکل هاشوری طرف راست شکل نذ کور را پر حواهند نمود. همین 
شکل هم سیمای شکل اولیه" بازتاب شده بوسیله" تابع سس 2 است. 


۳ ۳ سم 
بدینترتیب تابع سس م2 شکل بحدود به دو دایره را (شکل ۳۸ 


طرف چپ ) به شکل بیهدود به خط راست و دایره (شکل ۸ 6۳ طرف راست ) 
بازتاب بینماید. 





۱ حال به تبدیل بوسیله تابع 2-2۲ ميپردازيم. در 
تبصرهٌ صفحه" ۳۷ به خواننده گوشزد کردیم که در تبدیلات 
بوسیله" توابم گویا ممکن است حالت استثنائی در قاعده کلی مبنی بر 
حفظ زوایا پیش آید و آن اینکه زوایا برس در بعضی نقاط استثنائی 
ممکن است چند برابر تغییر کنند. در این سورد بخصوص» چنین 


۱۳ 
(#6 


نقطه" استثنائی هست و آن بدا مختصات ۸ است. نشان میدهیم که 
همه" زوایا برس در نقطه" ۸ در اثر تبدیل "2 2 دو برابر 
افزایش بی‌يابند, 

شعاع ۸۸1 خارج شده از نقطه" ۸ تحت زاویه" چ نسبت به بخش 
بثبت محور حقیقی را در نظر میگیريم (شکل ۳۹). برای هر نقطه" 
2 واقع بر این شعاع» چ < ۸2۵2 چون بردار 22 < "2 2 از 
بردار 2 از طریق کشش باندازهةٌ ۱2 برابر و چرخش بزاویه"ب ‏ ۸۳2 
بدست بی آید لذا 2۱2۱۳ ۱2۱۱2۱ ۱2۱ و ۸۲8۵24 << 27 ۸۳۵ 
۷ 2 ۸۲۳ 1 . بنا بر اين» نقطه" 2 باید بر روی شعاع ۸۸۲ 
خارج شده از نقطه" 2۸ تحت زاویه" ‏ ۲ نسیت به بخش مثبت محور 
حقیقی واقم باشد. اگر نقطه" 2 بر روی ۸۸ از نقطه" ۸ تا بینهایت 
دور جابجا شود در آنصورت نقطه" متناظر» 2 بر روی ۸۰۸۲ از 
نقطه" ۸2 تا بینهایت دور حابحا خواهد شد. در ضمن فاصله" 2 نا 
۸ همیشه برابر خواهد بود با مجذور فاصله 2 تا 4 (۱2۱< ۰27۱ 

از اینجا نتیجه میشود که تابع 2۳ <27 شعاع ۸۸ را به شعاع 
۲ مایل به محور 2۸ تحت زاویه دو برابر زاویه" میل اولیه 
تبدیل مینماید. 

باسانی میتوان درک کرد که شعاع ۲ دارای زاویه ۱۸۰۴ 
با 240۸۶ و ۸8 بر روی یک خط راست واق‌اند) بوسیله" تابع 
۲ -2 به همان شعاع ۸۸۲ تبدیل میگردد. در واقع» اگر زاویه" 
۴ را دو برابر کنیم ۳۰۰۴+ ۲ بدست بی‌آید. شعاع 
مایل به ۸۳ تحت همین زاویه» بر ۸۸ منطبق است. 

بپينيم شکل هاشوری طرف چپ شکل ۳٩‏ که آنرا نیم‌صفحه گوی: 
بوسیله تابع 2۲ <2 به چه تبدیل ميشود. نیم‌صفحه را میتوان پر از 
تعداد بیشمار شعاع های حارح شده از ۸ و مایل به 2۸1 تحت 
زوایای بزرگتر از چ ولی کوچکتر از ۱۸۰۴+ بحساب آورد 


۹ 
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۳۹ 


بو 
۱ 
۳ ۹ 
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شعاع های ۸۸۷ و ۸۳ سرحد نیم‌صفحه را بصورت یک خط راست تشکیل 
بید هند , ما این شعاع ها را حژو حود نیم صفحه نمی شماریم. تأبع 
۲ 2؛ شعاع های متعلق به نیم‌صنحه را تبدیل به همد گوئه 
شعاع های حارج شده از "۸ و مایل به رم تحت ژوایای بزرگتر اژ 
ولی کوچکتر از ۳۹۰۴+ ۲ مینماید. 

از اینجا بر می آید که نیم‌صفحه" محدود به شعاع های ۸/۲ و 
۲ به شکل محدود به یک شعاع 7۲ تبدیل میگردد (شکل ۳۹ 
طرف راست). شکل احیرالذ کر را میتوان بعنوان صفحه‌ای در نظر 
گرفت که شعاع ۸4۸۲ از آن برداشته (یا حذف) شده است. با این 
گفته ما بيخواهيم تاکید کنیم که این شکل بوسیله" همه" نقاط 
صفحه باستثنای نقاط واقع بر ۳ بوجود آیده است. اگر در نیم‌صفحد» 
دو شعاع 0 و ۸0 مایل به ام تحت زاویه‌های ۰۱ و ۲۰ 
(( <بج) را در نظر بکیريم آنها زاویه" ,پچ یه را با هم 
تشکیل میدهند, در اثر تبدیل 2 2 این شعاع ها به ۸ و ۸ 
مایل به ۸ تحت زاویه" ,۲ و ,۲۲ تبدیل میگردند. آشکار است 
که زاویه" 0۸ برابر است با به ۲ع< (, -سپ؟) ۲ 9 ۲سم0 ۰۲ 

بدینترتیب زوایا برس ۸ در اثر تبدیل 2۳ 2 مضاعف میگردند 
يا بعبارت دیکر تشابه زوایا در نقطه" ۸ بر هم میخورد. 


۲ نشان ميدهيم که زاویه‌ها برأس در هرگونه نقطه" 2,۰ 
در اثر تبدیل 2-2 تغییر نمیکنند. از اینجا نتيجه میشود که 
بیدا مختصات یکانه نقطه‌ای است که در آن تشابه در این تبدیل 
پر هم میحورد. 

فرض ‏ کنیم منحنی‌ای باشد خارج شده از نقطه" ,2. اگر 
نقطه" ,2 مخالف م2 را بر روی با اختیار کنیم در آنصورت جهت 
قاطع واصل ,2 و ,2 بر جهت بردار ,040,040 نمایشگر تفاضل ,2-2 


۹ 
(۶ 





(شکل ۰ طرف حپ ) منطبق حواهد بود. منحنی ر] پویسیله" تابع 
2-۲ به یک منحنی "» و نقاط ,2 و 2 به تقاط حدید 2۲ < 2 
و 21 -< ,2 واقع بر منحنی "بر تبدیل میگردند. واضح است که 
جهت قاطع واصل ,2 و 2 بر جهت بردار ,0.0 نمایشکر تفاضل 
,2-2 (شکل ۰ع» طرف راست) منطبق است. جهت‌های دو قاطع 
را با هم بقایسه ميکنيم. برای این منظور کافیست جهات بردارهای 
2-24 و .2-2 با هم مقایسه شود. چون زاویه" بین آنها که 
از بردار ,2-2 بسوی بردار ,2-2 حساب می شود بر 








" سس 2 ۱ 
7 خارجتنست شل منطبق است لذا تمام مقایسه در محاسید" 
2 با 20-2 0 
ِ وه خلاصه ۷۳ خارج‌قسمت _ را میتوان از 
۰ تً 


۷ 
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طریق تعویض 2 و .2 با عبارات آنها تبدیل نمود : 2-2 و 
۲ ,2. بدست می‌آوريم : 
۲ - 21 2 - 20 

۷ 
بالنتیجه زاویه" بین جهات قاطع های منحنی‌های ] و با که از 
جفت نقاط متناظر » ,2 و م2 (بر روی با) و 2۲ .2 و 2-2 
(بر روی /1) عبور داده شده با (,2+2) ۸۵ برایر است. برای 
انتقال از قاطم‌ها به ماس‌ها» نقطه" ,2 را بطور نامحدود بر روی 
منحنی ر] به نقطه" ,2 نزدیک ميکنيم. آنگاه نقطه" 2 ,2 نیز بطور 
امحدود بر روی منحثی "7 به نقطه" 27 ,2 نزدیک ميشود, بنا بر 
اين» قاطم‌های با نیز بطور امحدود به مماس‌های مار بر قاط 
,2 و .2» و زاویه" بین قاطع‌ها به زاویه" بین بماسها نزدیک 
ميشوند. اما زاویه" بین قاطع‌ها برابر است با (2 +۸۳۵)2.4 و 
با گرایش ,2 به ,2 خود به (,۸)۲2 میل میکند که بر 
,۰ نمنطبق است. بدینترتیب زاویه" بین مماسهائی بر منحتی‌های 
"] و ر] که از نقاط بربوطه" 2۲ ,2 و ,2 عبور داده شده پا 
,2 برابر است. مثلا هرکه ۲--.2 آنکاه ۰ ,2 ع۸۵۳. از ایندا 
نتیجه بیشود که جهت مماس در نقطه" 2.۲ بر هرگونه منحنی 
مار بر آن» منطبق است با جهت ماس در نقطه" 274 .7 
بر منحتی 7 که از طریق تبدیل بوسیله" تابع 2۲ 2 از ,را بدست 
می آید. اگر 2.۶ در آنصورت 2,4۰۴ ۸۳ بنا بر اين» مماس 
دو نقطه" .2 بر هرگوند منحنی ر] عبور داده شده از این نقطه 
و مماس در نقطه" ۱ - اوح "2 بر سیمای منحنی ,رآ متعامد هستند, 

بد حالت کلی پر میگردیم . میتوان گفت که مماس‌ها وقتیکه 
منحنی‌های مار بر نقطه ,2 بوسپله" تابع 2-۲ تبدیل میگردند 


2 - 2 
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بزاویه" برابر با .۸۳62 دوران می یابند. 

اکنون درک این نکته آسان است که حرا زوایا برس ,2 
(.عجرع) در خلال این تبدیل بلاتغییر میمانند. اگر دو منحنی 
"۳ ب] مار بر نقطه" ,2 با هم زاویه" ‏ را در این نتطه تشکیل 
د هند این بدان معناست که مماس‌ها پر منحنی ها در این نقطه زاویه" 
۵ را با هم تشکیل میدهند. بعد از تبدیل» نقطه" ,2 به نقطه" 
2 -<.2» و بنحنی‌های ,با و ب] به منحنی‌های ر] و با تبدیل 
بیگردند. جهات مماس‌ها در نقطه" ,2 بر منحنی‌های جدید از 
جهات پیشین مماس‌ها از راه دوران بهمان زاویه" برابر ,۸۳۵2 بدست 
میآید. بدیهیست که زاویه" بين مماس‌های جدید» بقدار پیشین به 
را حفظ خواهد کرد. و این بدان معنی است که زاوید" بین منحنی‌ها 
پرلس در نقطه" دلخواه .عو.2 در اثر تبدیل "2 7 تغییر نخواهد 
کرد, 

یادآور میشویم طریقه‌ای که برای اثبات تشابه زوایای تبدیل 
۲ < 2 بکار رفت در ورد دیگر توابع نیز مثلا تابع کسری خطی 
هس ب 2 یا تابع ژو کفسی اد +بیا 7 قابل کارپرد 
ست. منتها در اینجا عبارات دیگری برای زاویه" دوران ماس بدست 
می‌آید. مثلا برای 1 ۱۳ 


]- 
مماس‌ها پر منحنی‌های مار بر نقطه ,2 بزاویه" برابر پا " 7 2 ع» 
و در مورد تابع ژو کفسی آنها بزاویه" برابر با ( )هه 
دوران می‌یابند, در ِِِ اول با ید مضافاً فرض شود که 0 ع<, 2 
(در این نقطه عبارت 2 





بی‌معنی است). در ورد دوم فرض های 
اضافی عبارنست از نیون بر علت مشابه ) و بعلاوه» از ۱-دکو.2 


1۹ 
تا( 


( در این نقاط ۳-- ۱ تبدیل به صفر میگردد و بنا بر این 


(-) و معنی را از دست میدهد میشد تحقیق کرد که در 


۰ 


بورد تایع ژو کفسی, تشابه در نقاط ۱- و ۱+ بر هم حورده و زوایا 
برس در این ثقاط در اثر تبدیل دو برابر میشوند. 


۳ حال ببینیم دایرة مار پر ۳ مختصات ۸ بوسیله" تابع 
۲ 2 به چه تبدیل میشود. فرض کنیم بماس بر دایره در این 
نقطه زاویه" به را با ۸4۶ تشکیل دهد (شکل ۱" آشکار ات که 
دایره در نیم صفحه" محدود به این مماس واقع ی تابع ۲ سب 2 
نیم‌صفحه را به صفحه" عاری از شعاع ۸۸۲ سبدل میگرداند. برای 
یافش سیمای دایره» همه گونه شعاع ها را در نیم صفحه مس گذرانيم 
و پر روی هر یی از آنها ملد " تقاطع پا دایره را علامت گذاری 
مینما نیم . در نقشه" با»ء برای مشخص بودن برسی» هفت شعاع 
نمایش داده شده است. تمام زوایای ,۰۷۸۵ +ظ2,ظ» ملبظ»...» 


2۸ برابر هم در نظر گرفته شده اند | هر کی ۲). تابم 
۲ 2 آنها را به شعاع هاثی تبدیل مینماید که با هم زاویه" 
مضاعف دارند. هر یک از زوایای 2( 2( م5 2ب( ...» 
سب برابر ۳ است. 

محاسبه ميکنيم نقاط وق بط پ2 ۰ ۰۰) بط بکحا منتقل میشوند, 
فاصله" سیماهای آنها 2 9 ب .۰۰ 89 از نتطه" ۸ برابرند 
با مجذور فاصله‌های , 2» ب2» ب۸4»...» ,28. اما از شکل 4۱ 


0 0 
دیده میشود که 2 0۲۲ - -2 4850۲۲ ,4 -,48 


( قطر دایره است). سپس ؟*ه4 هه ه] > ب۸12 < بقل 


۵ ۱ 
0 تا( 





ٍِ ۷ 21 (] م۸۱ م ]۸ » ] ,28 . لا زم پتد کر ات که 


۰ ۶ ۱ و۱ - ۲ 


و۹6 ۱و۰ ع ۲ 


0 


َ ۱ 
ات ۲۲ ونم ۱۷ کرو وی ورن او رو 
۲ ۳ 2 


60 


۳ ۲ 51 - ۱ ح< 


پنا بر این ۲ ۰,۱۱6 ,۸428 ص۸2 ع< ,۸48 :۸3 
7۲ و ۲] ۵ ۳ و سب س م 9 ۸ ۲( ع< ,8 2. 
از تقاط ۸4 0۱ 9 ب3» ۰.۰ 2 منحنی‌ای بیگذرد که سیمای 
دایره در تبدیل 2۲ 2 میباشد. برای کسب تصور دقیقتری از آن 
میشد تعداد بیشتری شعاع در نظر گرفت. این منحنی نام کار دیوئید 
را دارد ( کلمه" کاردیوئید بمعنی قلبی‌شکل است). باسانی میتوان 
در یافت که شکل هاشوری طرف حپ شکل ۱ ؛ ( که با حذف دایره 
از نیم‌صفحه بدست می‌آید) بوسیله" تابع 2-27 به شکلی تبدیل 
میشود که در طرف راست همان نقشه هاشور زده شده است. این 
شکل به کاردیوئید (قلبی) و شعاع ۸۸۲ دارای زاویه" ۲ با 
جهت مثبت محور حقیقی محدود است., مپتوان نشان داد که شعا 

۸ در امتداد مماس بر هر یک از دو کمان قلبی که آأز 
نقطه" ۸ خارج میشوند متوجه است. در واقع» اگر یک شعاع ۸8 
را در طرف چپ شکل ۱؛ عبور دهیم و 8 نقطه" تقاطع آن با دایره 
باشد و اگر زاویه" به -- ۷۸8 در آنصورت » مرو (] > ۸0. 


۷ 
(۶ 


این شعاع بوسیله" تابع 2 به شعاع ۲ (شکل ۱:» طرف 
راست ) تبدیل میشود و در ضمن نقطه" ۳ که سیمای نقطه" 9 
است بر روی قلبی واقع بیگردد. بر اساس خواص تبدیل 2۳ 2 که 


دمم 
بر ما معلوم است» داریم :۲۵ ۸۷۲۸ و ب۲0ورزو۳(] ع< ۸۲ < 5 ۸۲. 
زاویه" به را متغیر در نظر ميگيريم و آنرا وادار ميکنيم بطور 
امحدود به صفر نزدیک شود. آنکاه زاویه" ,۲0 بین ۸ و ۸۸۷۲ 
یز بطور نامحدود بصفر نزدیک خواهد شد و حود شعاع 180 
که نست به قلبی» قاطع میباشد ضمن دوران در حول نقطه؛ 4 
بطور نامحدود به وضع حد ۸۸۲ نزدیک خواهد شد. ضمناً نقطد" 
2 که نزدیکترین به ۸۳ نقطه" تلاقی قاطع با منحنی میباشد بطور 
نامبحدود به 2۸ نزدیک خواهد شد حونکه فاصله بهزهاراع ۸9 
در ازای میل به به صفرء به صفر میگراید. از اینجا بر می آید 
که ۸۸۲ یعنی وضع حدی قاطع » مماس بر کمان ... بظ۸8,8 
در نقطه" ۸ میباشد. همحنین میتوان اطمینان حاصل نمود از اینکه 
۸ بر کمان ... +۸88 نیز در همان نقطه" ۸ سماس میباشد. 


۶ بالاخره به تابع ژ و کفسی رو می آوریم : 


[ )سم 
2 د 2 9 


و آثرا در تبدیل شکل محدود به دو دایره» یی مار بر تقاط ۱- و 
۱+ و دیگری مماس بر اولی در داخل آن در نقطه" ۱ بکار میبریم. 
این شکل در شکل ۲ ؛ هاشور زده شده است. 

اول یقین حاصل میکنیم از اینکه تبدیل 


1 
۳ 


۷۳ 
(۶ 





شکل ۲ ؛ 


را بیتوان به حند تبدیل متوالی ساده‌تری که دیگر برای ما آشناست 
تحویل داد, برای این منظور نسبت 

2-1 

+ 


را در نظر ميگيريم. با تعویض 2 در آن با عبارت 


2 


(د) هه ۱ هداج 7۱ 
۰۵ ۲2+ 2۲+۱ ۱ بط بع) ‏ 


بدینترتیب از اینکه 








۹ 

۱ 
>» 

ت 
رب 


نیتجه ميشود که 


۷ 
(۶ 





) دست) 2-۱ 
دا ً 2-۱ 
حکم عکس نیز صادق است ؛ از دومی اول نتیحه ميشود. در حقیقت» 
از دومی بلست می‌آوریم : 


(ج) + (ج)ه-,- 
9 سل 9 2 -< 2-۱ 

(چ+-[(ج-)] 
۱ +2 ۹ ۱ 


2 -- ۳ 
۱ 


(۱-ع)-(۱جم 1 )۱ َِ_ِ 


۱ ۱ ۱ ۳,24۲ 
0۳۳ 27 ستیی ی وت سس 
ق ۲ ۶:2 


لد با ی (لش) او 
و ۱ ۳ ۰ 221 5 
هم‌ارزند (یی از دیکری نتیجه میشود). 
بنا بر اين» تبدیل ژو کنسی 


۱ ۱ 
(جب+ع)ا + 








و از اینحا 








و سیس 








را میتوان بصورت 


۷ 
لا( 


1 سع 2-۱ 

۵ 2+۱ 
نمایش داد. نتیجه باید همان باشد. اما کنون واضح است که انتقال 
از 2 به 27 و بیتوان در مه مرحله انجام داد ۰ اول از 2 به متغیر 


کمی 2۱ طبق فرسول 
)۱( 


اب 2 





۱ 2۱۳ 
و سپس از ,2 به 2 طبق فرمول 
و بالاخره از ,2 به 2 طبق فرمول 
اس او 

۳( ب2 < 2-۱ 

خواننده باسانی بیتواند تحقیق نماید که هرکه عبارت ,2 از 
فرمول (۱) را در (۲) قرار داده و سپس عبارت بدست آمده برای 
په را در (۳) بگذاريم آنله تبدیل مطلوب ماء 


1 ۱ 2 2-۱ 
شخ "٩1.‏ 
بدست می‌آید. 


آیا در تعویض یک تبدیل ژ و کنسی با سه تبدیل متوای (۱)» 
(۲) و (۳) چه معنی نهفته است؟ معنی در آئست که هر یک 
از آنها از تبدیل ژو کفسی ساده‌تر و پر ما معلوم است. 

اینک در مورد شکل نموده شده در شکل ۲ تبدیل (۱) را 
و در مورد نتیجه" بدست آمده» تبدیل (۲) راء و سرانجام در مورد 








۷۹ 
(۶ 


نتیجه تبدیل (۲)» تبدیل (۳) را نیز بکار میبریم. 
پیاد ميآوريم در بند ۲۰ ما کشف کردیم که شکلی که در 
طرف چپ شکل ۳۸ رسم شده (و با شکل نموده شده در شکل ۲ ؛ 
یی است) بوسیله تابع 
2-1 
2-۱ 





2, 


یعتی تابع (۱) به شکلی تبدیل میشود که در طرف راست شکل ۳۸ 
نموده شده است. شکل اخیرالذ کر به خط راست مار بر نقطه* 0 
و دارای زاویه" چ با جهت مثبت محور حقیقی» و دایرة بماس بر این 
خط راست در نقطه" 0 بحدود است. این شکل را میتوان بعنوان 
نیم‌صفحه‌ای در نظر گرفت که دایره از آن حذف شده است. سپس 
این شکل را بوسیله" تابع (۲)» 2 -ب2» تبدیل می نمائیم. یک نکاه 
بر شکل 4۱ کافیست تا ببينيم که اين مسئله را نیز در بند ۳۳ حل 
نموده‌ايم. در آخر بند بذ کورء» ما متذ کر شدیم که در این مورد 
شکلی باید حاصل شود که در طرف راست شکل ۱؛ نموده شده 
است. این شکل به شعاع و قلبی محدود است. بنا بر این جیزی که 
میماند کاربرد تبدیل (۳)» ب2 س سس دربورد شکل اخیرالذ کر 
است , 

از آنجه در بند ۲۸ گذشت (فقط باین تفاوت که در اینجا ,2 
بعنوان متغیر مستقل» و 2 بعنوان تابع در نظر است) نتیجه میشود 
که هرکاه ب2» شعاع ۸ خارج شده از ببداً تحت زاویه" 0 ۲ 
سبت به بخش مثبت بحور حقیقی را ترسیم نماید نقطه" نظیر » 
کمان مستدیر واصل نقاط ۱+ و ۱- را میپيماید. ماس بر این 


جوم 


کمان در نقطه" + با حهت نقطه" ۱- بسوی نقطه" ۱+ یعتی با 


۷۷ٍ 
(۶ 


شکل 4۳ + ۳۹ 


جهت مثبت محور حقیقی همان زاویه" ۲ را تشکیل می دهد (شکل 
۰۳ 

در نتیجه» ما سیمای شعاع ۸ را در تبدیل بو - لت 
پیدا کردیم. برای یافتن سیمای قلبی میشد انتقال نقاط آنرا» مثلا نقاط 
کل بت پگ دثبال کرد. وی با بحای انجام محاسبات 
پیچیده فقط به نمایش منحنی تبدیل یافته بصورت نهائی آن در شکل 
ء 4 قناعت ميکنيم. 

شکلی که پوسیله" آن محدود است بصورت پروفیل یا مقطع عرضی 
بال هواپیماست. چئین پروفیل‌هائی برای اولین بار توسط دانشمندان 
روس» ن. ی. ژو کفسی و س. آ. حاپلیگین پيشنهاد گردید و بهمین 
لحاظ است که بنام پروفیل ژو کفسی- جاپلیگین معروف است. 
با تغییر دادن زاویه" ‏ میل مماس بر دایره در نقطه" ۱ (شکل ۲؛) 
و شعاع دايره کوحکتر میتوانل پروفیل های گوناگون پدست آورد, 






ت 
5 
یذ 22 
رم 
1 عم 


۱ 


۷۸ 
(17-1 


س مر 


شکل ه 4 
در حالت خاص وقتیکه زاویه" چ قائمه باشد یعنی وقتیکه دايره 
بزرگتر بر پارمخط ۱- تا ۱+ بعنوان قطر آق ساخته شده باشد پروفیل 
نظیر نسبت به محور حقیقی قرینی دارد (شکل ه4). بعضی اوقات 
حنین پروفیلی را سکان ژ و کفسی مینامند. 
پروفیلهای ژو کنسی - چاپلیکین در همه" پژوهشهای مربوط 
به نظریه" بال هواپیما نقش پروفیلهای پایه را ایفاء مینمایند. 





۷۹ 
(۶ 


تمریئها و مسایل 


۱ اثبات کنید که اگر دو عدد مختلط ,اه ده 
و ,0 + حبه برابر باشند در آنصورت بخش‌های حقیقی و موهومی 
آنها نیز بترتیب برابرند : به ,6 و بات ,0ا. 

راهنمائی. این نکته را مبدأً قرار دهید که اعداد مختلط برابر 
بوسیله بردارهای متوازی و هسو با طول‌های برابر نمایش داده 


ت 


بیسود, 

۲ با کاربرد قوانین جابجائی» تر کیب و توزیع در اعمال جمع 
و ضرب» اعمال زیر را روی اعداد مختاط انجام دهید ۰ 

الف) (۰1 -+ ٩1-)-۱‏ (-1 ۲-) 1 (۷1--۳)؛ ب) )۳٩۱-۷۶(‏ (/۷--۳)؟ 
پ) (۳ ۱+۶۷ 3 +۱ ت) (۱-۶): ۲( +۱)) 
۱ ۳ تک 
ث‌ِ( ۳ 1 ِِ ۰ 

جواب‌ها. الف) -)؛ ب) ۸ چپ (۲ ۷ 4) :4 ۳ ۷ +۱4 








۳ اثبات کنید که هر عدد مختلط .عٍ ۵ + هم با قدر 
مطلق برابر م و آرگومان برابر » را میتوان بصورت 
(0 510 1-۶ :0 605) ۲ عد 6 


۰ ۸ 
تا( 


(صورت مثلثاتی عدد مختلط ) در آورد, 
راهنمائی. 2 و و را بر حسب ۲ و ه یکمک نقشه" نمایش 
دهندهُ ۵ + ه ی بصورت برداری بیان نمائید. 





4 اثبات کنید که اگر 
(6 ۶510 + 605) ,۲ ده و ((0 511 +0۷ 605) ,۲ ع-په 
در آنصورت 
[(0 0,4 ۶.510 + بت + رت) 6۵05] 66-۳۱۳ 
راهنمائی. از تعریف هنلسی قاعدءة ضرب اعداد مختلط استفاده 
نمائید یا ,هت و به را با کاربرد قوائین جمع و ضرب در هم ضرب 
نموده و سپس فربولهای کسینوس و سیئوس مجموع را بکار برید. 





ه. با تکیه بر نتیحه" مسثله" قبل اثبات کنید که اگر 
(0 510 1-7 0 605) ۴ < 6 
۳ قدر مطلق 0 و آرگوبان 0 است ) در آنصورت 
70۵ 517 ۶ 1 ,605710) ۲۳ عم 


( ۸ عدد طبیعی است). از اینجا نتیجه" زیر را بگیرید : 
0 2 1 :00510 << *(0 510 # -1 0 605) 


(فربول بواور ). 


٩‏ با استفاده از فرمول مواور (مسئله ه را ببینید ) محاسیه کنید ؛ 


"بب ۳ 





الف) 





۱ 
(۶ 


> ۷ 
راهنمائی, که زو ز ده ی 


۲ ۲ 
ٍِِآ 
۲ * 


ُ 0 
ب‎ 605۳۰۱۹٩ ] وزو‎ ٩ 


۷ 


جواب‌ها, الف) ۱-؛ ب) ات 


۷. با مبداً قرار دادن فرمول بواور (مسئله ه را بینید)» 
فرمولهاگی جهت 60970 و 70 در ازای 4 ۳ ,۲ ۸ 
استخراج نمائید. 

راهنماگی, در فرمول مواور ,70 510 00,4 و60 ع "مه طد 0:1 605) 
باید جمله" »‌طزو دوعوم را مستقیاً از طریق ضرب» مثلا 
0-100 605 04 ی ۶ 1-۲ 605۲0 0(۲ 50 ] -+ :0 605)» بتوان 7 رساند 
و سپس نوشت که بخش‌های حقیقی و موهوبی در راست و چپ 
علابت تساوی در فرمول مواور بترتیب با هم برابرند. 

جواپ‌ها. ,605۲0-510۳0 ع< :605۲0 0 605 04 ۲5112 ع< :۲0 510 
0 0 ۲۵5 -- 0 603 عد 6005۳0 :0 51117 سب :0 605۲ :0 512 ۳ عد :۳0 5[0) 
۵ خورزی 1 ب0 طرزو بن ۲و0 ٩‏ -- 6050 عد 0 4 4605 

00 5110104 4 -- 0 605 02 5112 4 عت 0 4 511. 


۸ مثلثی برئوس در نقاط ۰» ۰۱-8 ۱4-۶ در نتیجه" تبدیل 


فک وین 


/ 
۲ ۲ 





به چه چیز مبدل میگردد؟ معتی هنلسی این تبدیل چیست؟ 
راهنمائی. از روشن کردن مءنی هنلسی شروع کنید. و ما 


زار 


(۶ 


همچنین از محاسبه" رئوس مثلث تبدیل یافته نیز میتوان شروع کرد. 


4 نیم‌دایرة واقع بالاتر از بحور حقیقی و متی بر پارمخطی به 
۰ هه مه ۰ ۰ و مم ست وم 
دو انتهای ۱- و ۱+ بعنوان قطر خود در تتیجه* تبدیل سس 7 
به چه چیز ببدل میگردد؟ 
جواب. به زاویه" قائمه" محدود به بخش فوقانی محور موهومی 


و بخش منفی محور حقیقی. 





۰ زاویه" ه برأس در ببداً بختصات در نتیجه" تبدیل 2-2۳ 
به چه چیز مبدل میگردد؟ 
حواب. به زاویه" برأس در میدا محتصات, 


۸۳ 
(+ 


خوانندکان گرامی! 


بنگاه نشریات «میرم خواهشمند است نظریات حود 
را در بارهٌ این کتاب و ترجمه و چاپ آن و نیز سایر 
نظریات و پیشنهادهای خود را برای ما بفرستید, 

بنکاه نشریات ميرم کتاب‌های علمی و برحی 
کتاب‌های دیگر را به بسیاری از زبانهای جهان» از جمله 
بزبان فاسی» ترجمه و منتشر میکند. 

شما میتوانید نظریات و پیشنهادهای خود را به نشانی 
زیر بفرستید : 


میر»» پروی ریژسی ۲ 
مسکو» اتحاد شوروی 


قابل توجه خوانندکان گرامی! 


در سال ۱۹۸۲ بنکاه نشریات ممیر » کتاب 
آ. مارکوشویچ «دنباله‌های برگرداء را بزبان فارسی جاپ 
و منتشر میکند. 

در این جروهٌ آکادمیسین آ. مار کوشویچ نظريةٌ 
دنباله‌های برگردا با زبانی عامدفهم بیان شده است. 
دنباله‌های برگردا شامل حالات خاصی مانند تصاعدهای 
حسابی و هندسی» دنیاله‌های مربعات و مکعپات اعداد 
طبیعی» اعداد فیپوناجی و هرگونه دنبالهُ متناوب میباشد. 
این نظریه کاملا ابتدانی پوده و بصورت قایل فهم 
دانش آموزان دورة پایان دبیرستان بیان شده است. 


قابل توجه خوانندکان گرامی! 


در سال ۱۹۸۲ پنکاه نشریات ممیرء جاپ دوم 
فارسی کتاب ی. پرلمان «فیزیک برای سرگرمی» را در 
دو حلد منتشر مینماید, 

چاپ اول فارسی این کتاب حالبپ حند سال است 
که در بازار کتاب کمیاب شده و خوانندگان با ارسال 
نامه های تحسین آمیز در با ره این کتاب ما را پر آن 
داشتند تا به تهية حاپ محدد بپادرت ورزیم. ت در 
جاپ حدید» اصلاحات و تغییراتی در حهت بهپود چاپ 
و آرایش کتاب وارد گردیده است, 


قابل توجه خوانندگان کرامی! 


در سال ۱۹۸۳ بنکه نشریات میرم کتاب 
ی. پرلمان مروج سرشناس علوم» تحت عنوان «ریاضیات 
زنده, را که در آن حیستان‌ها و معماهای گونا گون 
گرداوری شده چاپ و منتشر خواهد کرد. برای حل 
این معماها آشنایی با علم حساب و هئدسة ابتدایی 
بس است. فقط بعضی از این مسایل از خواننده توانایی 
تشکیل و حل بعادلات ساده را ایحاب می نماید. 

این کتاب برای دانش‌آموزان مدارس متوسطه و 
دوستداران ریاضیات در نظر گرفتد شده است, 


قابل توجه خوانندگان گرامی! 


در سال ۱۸۳ بنگاه نشرنات ,میرم کتاب م. سودو 
دزمین‌شناسی برای همهم را بنتشر خواهد کرد. 
م. سودو د کتر علوم زمین‌شناسی خواننده را با مپانی 
زمین‌شناسی آشنا میسازد. وی حکایت مینماید کر ارض 
ما چگونه بوجود آمده» از حه جیز ترکیب یافته» جه 
فرایندهایی در اعماق و سطح آن رخ میدهد» 
خاستگاه‌های معادن حکونه بوجود می‌آید و روش تحقیقات 
زمین‌شناسی حگونه است. 

خواننده از این کتاب از ویژی‌های ساختمانی 
کرهٌ ارض» پوسته‌های خارحی و داخلی آن» ترکیب 
شیمیانی و کانی پوستة زمین و سنگهای تشکیل دهنده 
آن و تمز از مراحل اصلی تاریخ زمین‌شناختی کرة زممن 
کسپ اطلاع مینماید, 

کتاب بذ کور برای محافل وسیع خوانندکان در 
نظر گرفته شده است. 


